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AVERTISSEMENT. 



MM. Carilian et Dalmont, aveo qui j’entretiens 
des relations d’affaires et d’amitié, m’avaient prié, 
il y a quelque temps, de surveiller la réimpres- 
sion des Théorèmes et Problèmes de Géométrie élé- 
mentaire , de M. de La Frémoire. Je me mis à 
l’œuvre; mais je crus bientôt m’apercevoir qu’il 
s’agissait, non d’une correction d’épreuves, mais 
d’une refonte complète de l’ouvrage. 

On comprendra le sentiment qui m’empêche 
d’insister sur ce point, et qui me permet seule- 
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AVERTISSEMENT. 


ment d’indiquer, d’une manière rapide, en quoi 
cette édition diffère de la précédente. 

Un grand nombre de Problèmes et de Théo- 
rèmes peu intéressants, ou compris parmi ceux 
que renferment tous les Traités de Géométrie , 
ont été remplacés par^ d’autres , que j’ai tâché de 
choisir convenablement. De plus, afin que ce re- 
cueil puisse tenir lieu d’un complément des Élé- 
ments de Géométrie, j’y ai introduit, avec quelque 
détail, les théories suivantes : Transversales , Po- 
laires, Division harmonique, Axes radicaux , Centres 
de moyennes distances, Cercles satisfaisant à des 
conditions données. Isopérimètres, Polygones gau- 
ches , Propriétés générales des polyèdres , Points 
réciproques et droites réciproques. Plans polaires. 
Plans radicaux, Cercles conjugués , Transversales 
sphériques, etc. 

On pourra remarquer, indépendamment des Pro- 
blèmes servant d’application à ces théories, quelques 
questions intéressantes sur les Polygones réguliers 
de dix-septou de trente-quatre côtés, sur la Trans- 
formation des figures, sur le Volume du tétraèdre, 
sur la Sphère tangente à trois sphères données, etc. 


AVERTISSEMENT. 


VII 


J’ai adopté, soit pour les Théorèmes, soit poul- 
ies Problèmes, la division en huit livres, corres- 
pondant à ceux de la Géométrie de Legendre, ou 
à ceux de mes Éléments. 

Une Table très-détaillée donne les énoncés des 
quatre cent cinquante Problèmes ou Théorèmes 
contenus dans ce Recueil. 

K. C. 
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Soit équivalente à Ün carré donné lGi 

— LXXXVII. Étant donnés deux points lixes A, B et deux 

longueurs Constantes A, u, on prend, sur la di- 
rection de AB, un point quelconque M qu'on re- 
garde connût le centre d’un cercle décrit d'un 
rayon R, déterminé par la rclatitin R . AB— A. AM 
-Pp. BAI* On demandé de prouver que les diffé- 
rents Cercles, ainsi décrits pnuf les différents 
points M de la droite AB, sUnt tous tangents à 
deux mêmes droites OxeS 165 

— I.XXXVUI. Par l’un des points d’intersection de deux 

circonférences O, O’, on mène deux droites rec- 
tangulaires Pa, L’a’, qui rencontrent la ligne des 
centres en a, a! , et les deux circonférences en 
b, c, et I/, c'. Il s’agit de démontrer qu’on a lou- 
ai» a'b‘ 

jours — ■= — • 166 

ac ac 

— I.XXXIX. Étant donnés deux axes tixes Oæ, Oy; autour 

d’un point Uxe P on fait tourner tin angle aP6 de 
grandeur donnée. On demandé de prouver qu’il 
existe sur l’axe Ox un point fixe A, et sur l’axe 
Oy un point fixe B, tels que le rectangle des seg- 
ments A a, BP reste constant pour toutes les posi- 
tions dé l’angle 166 

— XÉ PSr (lit point O, pris Sur le prolongement d’un dia- 

mètre BA du Cercle C, on mène une sécante 
quelconque qui rencontre la circonférence aux 
points M, M' ; on prend les milieux N, N' des arcs 
AM, AM'; on Joint le centre O aüï points N, N' 
par les droites CN, CN', lesquelles rencontrent en 
D, D' la perpendiculaire menée au diamètre AB 
par le point O. On demande de prouver que le 
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rectangle deOD par OD' est constant, quelle que 

soit la direction de la sécanié 107 

Pbob. XC1. Prouver qu’il existe, stif la ligne des centres de 
deux cercles qui ne se coiipédt pas, dtux points 
tels, que le rectangle de leurs distances aux cen- 
tres des deux cercles, soit égal au carré du rayori 
de ce cercle : 168 

— XClI. Prouver qu’il existe, sur la ligné des centres de 

deux cerclés intérieurs l’un ii l'autrë, deux points 
tels, que les distaiices de chacun d'eux aux ex- 
trémités d’une corde commune, perpendiculaire 
à la ligne des centres, sont dans un rapport con- 
stant. 169 

— XCilt. Étant dbntiés un cercle O et une droite AB, trouver 

sur lé diatdètre OE , perpendiculaire à celte 
droite, un point P tel, que, menant par ce point 
imfe Corde quelconque CC’, et abaissant des ex- 
trémités dé èelte corde les perpendiculaires CD, 

C/D’ sur la droite donnée, on ait f^j" , -pTÿ'” eon ‘ 

Slàllté. .1.1 i .i .... ; 171 

« 

LIVRE IV. 

fâéoB. I bans toiit pentagone régulier, lès diagonales se 
coiipènt mutuellement én moyenne et extrême 
raison 17.7 

— It. Là somme des perpendiculaires abaissëés des som- 

mets d’un polygone rfigiillèr, s tir üri côté de ce 
polygone, est égale â l’apotfiériie multiplié par' le 
nombre des côtés 173 

— III. Le côté du décagone régulier étoilé inscrit est égal 

au côté du décagone régulier itiscrit, augmenté 
du rayori 17* 

— IV. Si deux arcs ont ühë sOm’Ine moindre qUé la derni- 

clrconrérerice, le rectangle dé lëiir'S cordes est 
équivalent à celui qui aurait polir dimensions 
le rayon et l’cxCéS dé (à cdtdé du supplément de 
la différence des ites Mj? la cordé de supplément 
de leur somme .......; 175 

— f . Si deux SM ôrif fiflé sérié été pldi grande qdé la 
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demi-circonférence, le rectangle, de leurs cordes 
est équivalent à celui qui aurait pour dimensions 
le rayon et la somme des cordes du supplément 
de la différence et du supplément de la somme 

de ces arcs 176 

Théob. VI. Une circonférence étant partagée en un nombre 
impair de parties égales, si l’on jointile point dia- 
métralement opposé à l’un des points de division 
avec tous ceux qui sont situés sur la même demi- 
circonférence , le produit des cordes ainsi me- 
nées est égal à une puissance du rayon marquée 
par le nombre des cordes' 177 

— VII. Une circonférence étant partagée en un nombre 

impair de parties égales, si l’on joint le point dia- 
métralement opposé à celui dont l’indice est zéro 
avec ceux dont les indices sont les termes de la 
progression 1 , 2 ,*, 8 ,... le produit des cordes 
ainsi menées sera égal à une puissance du rayon 
marquée par le nombre de ces cordes 177 

— VIH. La circonférence peut , à l’aide de la règle et du 

compas, être divisée en dix-sept parties égales.. 178 

— IX. Entre tous lestriangles formés avec deux côtés don- 

nés, le maximum est celui dans lequel ces deux 


côtés sont perpendiculaires l'un à l’autre 180 

— X. Le cercle est plus grand que toute figure isopéri- 

mètre 181 

— XI. Entre toutes les figures équivalentes, le cercle a le 

périmètre minimum 183 

— XII. Entre tons les polygones formés avec des côtés don- 

nés , le maximum 'est le polygone convexe in- 
scriptible 183 

— XIII. Entre tous les triangles isopérimètres et de même 

base, le maximum est le triangle isoscèle 18* 

— XIV. Entre tous les polygones isopérimètres et d’un 

même nombre de côtés, le polygone maximum est 
équilatéral 18* 

— XV. Entre tous les polygones isopérimètres et d’un 

même nombre de côtés, le maximum est le poly- 
gone régulier 185 


XVI. Entre tous les polygones équivalents et d’un même 
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nombre de côtOs, le polygone régulier a le péri- 
mètre minimum 185 

Théob. XVII. De deux polygones réguliers isopérimètres, celui 
qui a le plus grand nombre de côtés est le plus 
grand 185 

— XVIII. De tous les triangles inscrits dans un même seg- 

ment, le maximum, en surface et en périmètre, 
est le triangle isoscèle 188 

— XIX. Entre tous les polygones d'un même nombre de 

côtés, inscrits à un même cercle. le maximum, 
en surface et en périmètre, est le polygone régulier. 186 

— XX. De deux polygones réguliers, inscrits dans un même 

cercle, celui qui a le plus grand nombre de côtés 


est le plus grand en surface 188 

XXI. De deux polygones réguliers, inscrits dans un même 

cercle, celui qui a le plus grand nombre de côtés 
a le plus grand périmètre 182 

XXII. De tous les triangles qui ont même hauteur et 

même angle opposé à la base, le plus petit est le 
triangle isoscèle 188 


— XXIII. De tous les polygones d’un même nombre de côtés, 

circonscrits à un même cercle, 'le plus petit, en 
surface et en périmètre, est le polygone régulier. 189 

— XXIV. De deux : polygones réguliers, circonscrits à un 

même cercle, celui qui a le plus grand nombre de 
côtés est le plus petit, en surface et en périmètre. 190 

— XXV. Si, sur deux segments AC, BC du diamètre AB d’un 

cercle O , on décrit, de part et d’autre de cette 
droite, deux demi-circonférences APC, CEB; la 
ligne ADCEB, formée par l’ensemble de ces deux 
demi-circonférences, partage le cercle en deux 
segments proportionnels aux deux segments du 
diamètre 120 

— XXVI. Un trapèze circulaire a pour mesure la demi - 

somme de ses bases, multipliée par sa hauteur. . 191 

— XXVII. Une couronne circulaire, comprise entre deux cir- 

conférences concentriques, est équivalente au 
cercle ayant pour diamètre une corde de la grande 

circonférence, tangente à la petite 191 

Pkob. I. Connaissant les périmètres de deux polygones régu- 


Dgitized by Google 


XXXIV 


TABLE DES MATIÈRES. 


Page». 

tiers semblables, l’un inscrit, l’autre circonscrit , 
déterminer les péri mètres des polygones réguliers 
inscrit et circonscrit, d’un nombre double de côtés. 199 
Pro». II. Connaissant les aires de deux polygones réguliers 
semblables, l’un inscrit, l'autre circonscrit, trou- 
ver les aires des polygones réguliers inscrit él 
circonscrit, d'un nombre double de côtes 1 94 

— III. Connaissant le rayon et l’apothème d’un polygone 

régulier, trouver le rayon et l’apotbème d'un po- 
lygone régulier isoperimèlre , et d'un nombre 
double de côtés ; , 196 

— IV. Connaissant les périmètres de deux polygones régu- 

liers inscrits, l’un de n côtés, l’antre de 2 n côtés, 
trouver le périmètre du polygone régulier inscrit, 
de A n côtés. . < t ......... . , . . 197 

— V. Connaissant les aires de deux polygones réguliers 

inscrits, l’un de n côtés, l’autre de 2n côtés, 
trouver l'aire du polygone régulier inscrit, de 
incôtés.. K.... 198 

— VI. Connaissant les rayons de deux polygones réguliers 

isopérimètres, l’un de n côtés, l’autre de 2n côtés, 
trouver le rayon du polygone régulier isopéri- 


métre, de in côtés. . , > i . . i 199 

VII. Calculer les aires et les périmètres des polygones 

réguliers de 4, 8, 16,... côlés, inscrits à un cercle 
donné. . . .■ 300 

VIII. Étant donné un demi-cercle ACB, on abaisse, d’un 

point quelconque C de la circonférence, une per- 
pendiculaire CD sur le diamètre AB; ou décrit. 


sur les deux segments AD, BD, pris comme dia- 
mètres, des demi-cercles AED, BFD. Quelle est 
la mesure de l’espace curviligne ACBFDK? 302 

— IX. On construit, sur le diamètre AB d’une circonfé- 

rence C, un triangle équilatéral ABD; on divise 
AB en un nombre n de parties égales, et l’on 
joint l’extrémité E de la seconde division, avec 
le point D, par la sécante DEF. Quelle est l’ex- 
pression de la corde AF? 303 

— X. A l’extrémité B du rayon CB d’un cercle donné C, 

on élève une tangente BD égale au diamètre; on 
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prolonge celte tangente d'une quantité Do égale 
ah cinquième du rayon, et d'une quantité Db égale 
aux trois cinquièmes du rayon; on prend BA 
égalé à ta; enfin, par le point À, on mène AE 
parallèle à Cb. Quelle est l’éxpression de BE?. .. 

Prob. XI. Les côtés d'un décagone régulier étrillé, inscrit à un 
cercle O, forment, par leurs intersections suc- 
cessives, un polygone régulier ayant vingt cétés. 

Quels Sont, eh fonction du rayon R du cercle O, 
l'aire et le périmètre de ce polygone? 206 

— Xlt. Inscrire, à une circonférence donnée, un polygone 

régulier de trente-quatre côtés 207 

— îlll. Calculer, à moins de 0,0001 , le rapport entre le 

côté du polygone régulier de trente-quatre côtés 
et lé rayon dti cercle circorlkfit 210 

— XIV. Calculer, à moins dé O.OOÔl, le rapport entre le côte 

du polygone régulier de dlx-sept côtés et le rayon 
du cercle Circonscrit 211 

LIVRE V. 

ThkoB. I. Lorsque deux faces tl’liH angle trièdre sont égales , 

les angles dièdrés opposés à ces faces sont égaux. 213 

— îi. DatiS tout trièdre , à line pltlf grande lace est op- 

posé un plus grand angle dièdre.. ; ; 213 

— IlL bénit attgles trièdres sont égaux, lorsqu’ils ont les 

fâces édiles chacune à chacune, et- semblable- 
ment disposées 214 

— IV, Dans tout âugle trièdre, les plans bissecteurs des 

angles dièdres se coupent suivant une même 
droite.....! a 213 

— V. Dans tout ângle trièdre, les plans menés par les 

arêtes et par les bissectrices des faces opposées, 

Sfe coupent suivant une même droite 216 

— VI.’ Dans tout angle trièdre, les plans menés par les 

bissectrices des faces, perpendiculairement à ces 
faces, se coupent suivant une même droite 211 

— VII. Les plans menés par les arêtes d’un angle trièdre, 

perpendiculairement aux faces opposées, se cou - 
pent suivant une même droite. .... 211 
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TnÉnR. VIII. Dans tout trièdre, la somme des angles formés par 


les arêtes avec les bissectrices des faces opposées, 

est moindre que la somme des faces 218 

IX. La somme des dièdres d’un angle polyèdre convexe 
de n faces est comprise entre in et 2 (n— 2) diè - 
dres droits 219 


X. Deux angles trièdres symétriques sont équivalents. 219 
XL Tout anale trièdre est équivalent à l’excès de la 
demi-somme de ses trois angles dièdres sur un 

dièdre droit 229 

XII. Tout angle polyèdre convexe est équivalent à l'ex - 
cès de la demi-somme de ses angles dièdres sur 
autant de dièdres droits qu’il a de faces moins 


deux 2-21 

X1IL Tout plan, parallèle à deux côtés opposés d’un qua - 
drilatère gauche, partage proportionnellement les 
deux autres côtés 221 


XIV. Si une première droite partage proportionnellement 

deux côtés opposés d’un quadrilatère gauche, et 
si une seconde droite partage proportionnelle - 
ment les deux autres côtés du quadrilatère : 1° ces 
deux droites sont dans un même plan; 2° cha- 
cune d'elles est partagée par l’autre en deux seg - 
ments proportionnels aux segments des côtés 
qu'elle ne rencontre pas 222 

XV. Tout plan transversal détermine , sur les quatre 

côtés d’un quadrilatère gauche, huit segments 
tels, que le produit de quatre segments qui n’ont 
pas d’extrémités communes, est égal au produit 


des quatre autres 223 

— XVI. Dans tout quadrilatère gauche, les milieux des côtés 

sont les sommets d'un parallélogramme 224 

— XVII, Dans tout quadrilatère gauche, le point de rencon - 


tre des droites qui joignent les milieux des côtés 
opposés, est situé au milieu de la droite qui joint 
les milieux des diagonales 224 

XVIII. Tout plan transversal détermine, sur les côtés d'un 
triangle, six segments tels, que le produit de trois 
segments qui n’ont pas d’extrémités communes, 
est égal au produit des trois autres 224 
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Thêor. XIX. Si les côtés (l'un polygone gauche sont coupés par 
un plan transversal, le produit des segments qui 
n’ont pas d’extrémités communes sera égal au 
produit des autres segments 221 

— XX. Si, par une droite quelconque et par les différents 

sommets d’un polygone gauche ayant un nombre 
impair de côtés, on fait passer des plans qui par- 
tagent les côtés respectivement opposés à ces 
sommets, chacun en deux segments; le produit des 
segments qui n’ont pas d’extrémités communes 
sera égal au produit des autres segments 225 

— XXI. Lorsqu’une droite AB est partagée en deux seg- 

ments AC , BC proportionnels aux nombres b , a; 
si, des points A, JB, C, on abaisse, sur un plan 
quelconque, des perpendiculaires AA’, BB’, CC, 
on a (a -4- 6) CC’— a . AA’-+- 6 . BB’ 220 

— XXII. Étantdonné un système de points A, B, C..., on peut 

toujours déterminer un point tel, que sa distance 
à un plan quelconque soit égale à la moyenne 
entre les distances, au même plan, des points A, 

B, C 220 

— XXIII. La somme des carrés des distances de n points A, 

B, C,... à un point quelconque S, est égale à la 
somme des carrés des distances des mômes points 
à leur centre 0, augmentée de n fois le carré de 
SO 220 

— XXIV. Le lieu géométrique des points tels, que la somme 

des carrés des distances de chacun d’eux à des 
points donnés A, B, C,... soit constante, est une 
sphère qui a pour centre le centre O des moyennes 
distances des points A, B, C 220 

— XXV. Si , dans un angle polyèdre dont tontes les faces, 

excepté une, sont constantes, on fait varier un 
seul des angles dièdres opposés à cette face , de 
manière que l’angle polyèdre reste convexe, la 
face variable augmentera si l’angle polyèdre aug- 
mente, et elle diminuera s’il diminue. 227 

— XXVI. Si l’on fait varier d’une manière quelconque les 

angles dièdres d’un polyèdre convexe dont les 
laces sont constantes; que l’on mette le signe ■+• 
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sur Partie de chaque dièdre qui augmente, le 
signe — sur l’arête de chaque dièdre qui dimi- 
nue, puis que l'on Tasse le tour entier de l'angle 
polyèdre; on trouvera au moins quatre variations 

île signes 228 

Ou donne un plan XV et deux points A, B, situés 
d’un même côté de ce plan; et l’on demande de 
trouver, sur le plan XV, un point M tel, que la 
somme des distances AM, U.YI soit un minimum. 229 
On donne un plan XY et deux points A, B, situés 
de côté et d’autre de ce plan; et l’on demande 
de trouver, sur XY, un point M tel, que la diffé- 
rence des distances AM, BM soit un maximum. . . 229 
Trouver, sur une droite donnée, un point tel, que la 
somme de ses distances aux deux faces d’un angle 


dièdre donné, soit un minimum 229 

Trouver le lieu des points également distants de 

deux droites qui se coupent 290 

Quel est le lieu des points tels, que la différence 
des carrés des distances de chacun d’eux à deux 
points donnés, soit égale à un carré donné? 231 


On donne n droites OA. OA’,... passant par up point 
O; et l'on demande sur quelle surface seront si- 
tués les points M tels, que si l’on abaisse, de cha- 
cun d’eux, les perpendiculaires MP, MP’, MP',... 
sur ces droites, la somme des rectangles construits 
sur les distances OP, OP', OP',... et sur les lon- 
gueurs données 6, b', b’,... soit équivalente à un 


carré donné 231 

Couper un angle tétraèdre par un plan, de manière 

que la section soit un parallélogramme 232 

Couper par un plan un angle trièdre trirectangle, 
de manière que la section soit égale à un triangle 
donné 233 


On donne deux plans P, Q et un point A. Par ce 
point on fait passer une droite arbitraire qui 
coupe les plans donnés en des points C, D; après 
quoi l’on construit le point B, conjugué harmo- 
nique du point A, relativement aux deux autres 
points. Quel est le lieu du poiut B? 234 
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On donne deux droites X, Y et un angle dièdre D, 
que l’on fait tourner autour de son arête C, sup- 
posée lixe. On demande de prouver qu’il existe 
sur la première droite un point üxe A, et sur la 
seconde droite un point fixe B. tels que a et 6 
étant les points où ces deux droites percent les 
faces de l'angle dièdre, dans une position quel- 
conque, le rectangle des segments Aa, Bfe soit 

constant ï34 

Étant donnés un quadrilatère gauctie ABCD et une 
droite EF qui partage proportioouellenienl deux 
côtés opposés de cette ligure, trouver une droite 
GU qui partage proportionnellement les deux au- 
tres côtes, et qui soit perpendiculaire à la pre- 
mière droite EF Ï35 

line droite s’appuie sur deux côtés opposés d’un 
quadrilatère gauche, en restant parallèle à l’un 
des plans directeurs de ce quadrilatère. Une se- 
conde droite s’appuie sur les deux autres côtés 
opposés, en restant parallèle au secoud plan direc- 
teur. De plus, ces deux droites sont constamment 
perpendiculaires entre elles. On demande de 
quelle nature est la ligne décriLe par le point 

d'intersection de ces deux droites ï37 

Étant donnés deux points tixes A, B, et deux plans 
VY, XZ; on prend dans l’espace un point quel- 
conque M j on mène la droite AM ; on joint le 
point P, où elle perce le plan V Y, avec le point B, 
par la droite PpB, laquelle perce le plan XZ au 
point p; enfin, on traçe les droites BM, Ap; et 
l'on obtient ainsi un quadrilatère plan MPmp. Si 
le sommet M de ce quadrilatère décrit une droite 
CD, quel est le lieu décrit par le sommet m ?. . . . 838 

J 4 VRE VJ. 

Tout plan, mené par les milieux de deux arêtes 
opposées d’un tétraèdre, partage ce corps en deux 

parties équivalentes Si! 

Dans un parallélipipède quelconque, le produit de 
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l’aire d’une face par la hauteur correspondante, 
est constant 


l’a tes. 


ill 


Si une surface polyédrale convexe est terminée par 
une ligne brisée, dont les eûtes soient ou ne soient 
pas dans un même plan, le nombre des faces, plus 
le nombre des sommets , égale le nombre des cô - 

tés plus 1 *4T 

Dans tout polyèdre convexe, le nombre des faces, 
plus le nombre des sommets, égale le nombre des 

arêtes plus 2 *44 

Dans tout polyèdre convexe : 1° les faces d’un 
nombre impair de côtés sont toujours en nombre 
pair; 2» les sommets auxquels aboutissent un 
nombre impair d’arêtes sont toujours en nombre 

pair 244 

Dans tout polyèdre convexe de F faces, le nombre S 
des sommets et le nombre A des arêtes satisfont 
aux conditions 245 


. 

triangulaires, augmenté du nombre des angles 



trièdres, donne une somme qui ne peut être in- 
férieure à 8 

un 

- YUL 

1° Tout polyèdre convexe a des faces triangulaires, 



ou quadrangulaires, ou pentagonales; a° tout po- 



lyèdre convexe a des angles trièdres, ou léiraè- 



dres, ou pentaèdres 

*41 

- IX. 

La somme des angles plans d'un polyèdre convexe 



est égale à autant de fois quatre droits que le po- 



lyèdre a de sommets moins 2 

*48 

— X. 

Dans tout polyèdre convexe, la somme des angles 



polyèdres est équivalente à l’excès de la somme 



des angles dièdres sur autant de fois 2 dièdres 



droits que le polyèdre a de faces moins 2 

24* 

- XL 

Si une surface polvédrale convexe présente une 



seule ouverture, ayant ni côtés non situés dans un 



même plan, on pourra toujours fermer celte ou- 
verture au moyen d’une surface polyédrale ayant 



au plus m — 2 faces, de manière à obtenir un 



polyèdre convexe, fermé de toutes parts 

349 

- XIL 

Si la surface d’un polyèdre convexe est partagée en 
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P parties séparées les unes des autres par A arêtes 
formant R réseaux isolés, et que S soit le nombre 
des sommets situés sur ces arêtes, on aura P-4-S 


TnéoR. XIII. 

Deux polyèdres convexes P, P' sont égaux lors- 

Zzlii 



qu'ils ont toutes leurs faces égales chacune à cha- 


1 


cime, et semblablement disposées 

25 1 

— 

XIV. 

1« Dans tout tétraèdre, les droites menées des som* 




mets aux centres des moyennes distances des 




faces opposées se coupent toutes les quatre en 




un même point , centre des moyennes distances 
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THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

DE 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 


LIYBE I. 


THÉORÈME I. 

Les perpendiculaires abaissées des sommets d’un triangle sur les côtés 
opposés se coupent en un même point. 

Soit ABC un triangle quelconque dans lequel AP, CM, Fig. 1. 
BN sont les trois hauteurs. Menons, par les sommets, des 
parallèles aux côtés opposés; nous formerons ainsi un 
triangle A'B'C', dont les côtés seront, comme il est aisé 
de le reconnaître , doubles de ceux du triangle ABC. Les 
droites AP, CM, BN peuvent alors être regardées comme 
des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du 
triangle A'B'C'; donc elles se coupent en un même point. 

THÉORÈME II. 

Dans tout triangle , la droite DE qui joiut les milieux de deux des côtés est, 

1° parallèle au troisième côté; 2° égale à la moitié de ce côté. 

Menons par le point E une parallèle au côté AC, et Fig. 2. 
soient G , F les points où elle coupe AB et la parallèle à 
AB , menée par le sommet C. 

1 
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Les deux triangles BEG, CEF sont égaux comme ayant 
les angles égaux chacun h chacun , et les côtés BE , CE 
égaux par hypothèse ; donc BG = CF, et le point E est le 
milieu de BC. 

La figure AGFC est un parallélogramme; donc GF=AC. 
Et comme les points D , E sont les milieux respectifs des 
côtés AC, GF, il s’ensuit que AD est égale et parallèle à 
GE. Donc AGED est un parallélogramme. La première 
partie de la proposition est ainsi démontrée. 

La seconde partie est actuellement évidente : car 
DE=CF=BG=AG. 


THÉORÈME III. 

Les droites qui joignent les sommets d’un triangle aux milieux des côtés 
opposés se coupent en un même point situé au tiers de chacune d'elles, 
à partir du côté correspondant. 

Fig. 3. Après avoir mené les deux médianes BB' etCC', qui 
se coupent en un point O , prenons les milieux D, E des 
deux droites OB, OC, et menons DE, B'C'. D’après le 
théorème précédent, chacune de ces deux droites sera pa- 
rallèle au côté BC et égale à la moitié de BC ; doncB'C'DE 
est un parallélogramme; et, par suite, OB'=OD=^ BB'. 
De même OC' = 5 CC'. 

Deux quelconques des trois médianes se coupant en un 
point situé au tiers de chacune d’elles, à partir du côté cor- 
respondant, les trois médianes doivent se couper en un 
même point. 

Remarque. Pour des raisons que nous indiquerons plus 
loin, le point de rencontre des trois médianes est appelé cen- 
tre des moyennes distances ou centre de gravité du trikngle-. 
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T II KO H KM K IV. 

Dans lout trapèze , la droite <|ui joint les milieux des diagonales est parallèle 
aux bases et égale à la demi-différence des bases. 

Par le point P, milieu du côté BC, menons une parallèle Fig, 4. 
aux bases; elle passera évidemment par les points M, N et 
Q, milieux respectifs des diagonales et du côté AD. Or, 

MP= i CD , NP=i AB; 
donc MN=MP— NP=i (CD— AD). 


THÉORÈME V. 

Dans tout quadrilatère , les milieux des cotés sont les sommets 
d’un parallélogramme. 

Menons les diagonales AC, BD. D’après le théorème II, Fig. 5. 
les droites MN, PQ seront égales et parallèles; de même, 

MP et NQ sont égales et parallèles; donc MNPQ est un pa- 
rallélogramme. 

THÉORÈME VI. 

* 

Dans tout quadrilatère, le point de rencontre des droites qui joignent les 
milieux des cotés opposés est situé au milieu de la droite qui joint les 
milieux des diagonales. 

Soient ABCD un quadrilatère, PB et QS les droites qui Fig. 0. 
joignent les milieux des côtés opposés, et MN la droite qui 
joint. les milieux des diagonales; menons PQ, QR, RS, 

SP7 PM, MB', RN et NP. La ligure PQRS est un paral- 
lélogramme: donc PR etQS se coupent au point O en deux 
parties égales. PMRN est aussi un parallélogramme, car PM 
et NR sont parallèles comme étant parallèles à AB, et PN 
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et MR sont parallèles comme étant parallèles à DC ; donc 
PR et MN se coupent au même point O en deux parties 
égales. Le point O, milieu de la ligne qui joint les milieux 
des diagonales, se confond donc avec le point de rencontre 
des droites qui joignent les milieux des côtés opposés du 
quadrilatère. 


THEOREME VII. 

La somme des perpendiculaires OK, 011 , abaissées d’nn point quelconque de 
la base BC. d’un triangle isoscèle sur les deux autres côtés, est égale à la 
perpendiculaire BD abaissée de l’une des extrémités de la base sur le côté 
opposé. 

Fig. 7. Menons 01 parallèle à AC; nous aurons OH=ID. D’ail- 
leurs, les triangles OBI, OBK sont égaux; car ils sont rec- 
tangles, ils ont OB commun, et les angles KBO, BOI sont 
égaux; donc OK=BI; donc enfin 

OH -f- OK = ID + BI = RD. 

THÉORÈME VIII. 

<•* 

Si d'un point 0, pris dans l'intérieur d'un triangle équilatéral ABC, on abaisse 
des perpendiculaires snr les trois côtés, la somme de ces perpendiculaires 
est égale à la hauteur AP du triangle équilatéral. 

Fig. 8. 'Parle point 0 menons MN parallèle à BC, et du point M 
abaissons MY perpendiculaire sur AC ; nous aurons d’abord 
011 = SP; et comme le triangle AMN est équilatéral, nous 
aurons aussi, d’après le théorème précédent, 

OK + 01= MY = AS ; 

donc OII-l- OK + OI = SP-hAS = AP. 
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THÉORÈME IX. 

Si deux triangles rectangles ont l'hypoténuse égale et un angle aigu inépi , 
au plus grand angle aigu est opposé le plus grand côté. 

Soient BAC, B'A'C' les deux triangles rectangles, dans Fig. 9. 
lesquels nous supposons BC=B'C', etC>C', d’où B<B'. 

Au point B, menons une droite BD qui tasse, avec AB, un 
angle égal à l’angle aigu B', et soit D le point où cette, droite 
BD rencontre le côté AC prolongé. Nous aurons BD>BC. 

Si donc nous prenons BC"=BC, et que nous menions C'A" 
perpendiculaire à BA, le point A* tombera entre B et A. 
D’ailleurs, les triangles rectangles BC"A", B 'C'A' sont 
égaux comme ayant l’hypoténuse égale et un angle aigu égal; 
donc B'A'<BA; èt, pour la même raison, C'A' > CA. 

THÉORÈME X. 

♦ 

Dans tout triangle , la somme des médianes est moindre que celle des cotés. 

Prenons, sur la médiane CC' prolongée, C'D=C'C, et Fig. 10 
menons AD, BD. Le quadrilatère ACBD, dans lequel les 
diagonales se coupent en leur milieu commun C', est un 
parallélogramme; donc AD=BC. Actuellement, dans le 
triangle CAD, on a CD<AC+AD, 
d’où 2CC'<AC+BC. 

On trouverait de même , 

2BB'< AB+BC, 

2AA'<AB+AC; 

donc ÀÀ'-)-BB'-f-CC'< AB-f-BC -p aC. 
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PROBLÈME 1. 

-J On donne une droite AB et deux points C, D, situés d’un même côté de 
/ cette ligne; cil’ ou demande de trouver, sur AB, un point M tel, que la 
somme des distances CM , Ml) soit un minimum. 



Fio. H. Abaissons GE perpendiculaire sur AB, et prolongeons 
cette perpendiculaire d’une quantité EG' égale ;t EC : le 
point G' sera symétrique du point C, par rapport à AÉ ; 
donc C'M=CM, et GM + MD — C 'M -f- MD. Or, cette der- 
nière somme sera la plus petite possible, lorsque les trois 
points D, M, C' seront en ligne droite. 

Il suffit donc, pour résoudre le problème proposé, de 
joindre le point donné Dau point C', symétrique de l’autre 
point donné C, par une droite DMC'; le point M', où cette 
ligne rencontre la droite donnée AB, satisfait h la question. 

Remarques. 1° AB et DMC' étant des droites, les angles 
DMB, AMC' sont égaux comme opposés au sommet; d’ail- 
leurs AMC — AMC, attendu que AB est perpendiculaire 
au milieu de CG'; donc les anyles DMB, AMC sont égaux 
entre eux. 

2° Cette propriété peut être énoncée autrement : suppo- 
sons, conformément au principe de la moindre action, que 
CMD soit le chemin suivi par un corps élastique qui , parti 
du point C , soit arïrivé en D, après s’être réfléchi sur la 
droite AB. Menons MN perpendiculaire ou normale à AB; 
les angles NMC, NM© seront appelés respectivement an- 
gle d'incidence et angle de réflexion. D’ailleurs ces angles, 
compléments respectifs d’angles égaux, sont égaux. Ainsi, 
la réflexion des corps élastiques, de la lumière, par exem- 
ple, se fait de manière que l'angle d’incidence est égal à 
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l’angle de réflexion. Cette conclusion est confirmée par 
l’expérience. 


PROBLÈME II. 

Quelle route doit suivre la bille d’un joueur pour rencontrer la bille 
de l'adversaire, après avoir touché les quatre bandes du billard? 

Soient M, N les positions des deux billes sur le billard Fig. 12. 
rectangulaire ABCU, et soit MPQRSN la route que doit 
suivre la bille M ; construisons le point M' symétrique de M 
par rapport à AB, et le point M" symétrique de M' par rap- 
port à BC. Soient N' et N" les points que l’on déduit de N par 
une construction analogue. D’après le problème précédent, 
les lignes M'PQ, M"QR, N'SR, N"RQ sont droites : donc 
M"QRN" est une ligne droite; elle détermine évidemment 
les points R, Q, puis les points P, S. 

Remarques. 1° Le plus court chemin MPQRSN est évi- 
demment égal, en longueur, à la droite M"N*. 

2° Les angles aigus P, R sont égaux , comme complé- 
ments d’angles égaux; donc les droites PQ, RS sont pa- 
rallèles. De même MP et NS sont parallèles à RQ. 

PROBLÈME III. 

Quelle route doit suivre une bille pour revenir au point de départ, 
après avoir touché les quatre bandes du billard? 

Pour résoudre cette question, il suffit de supposer, dans Fig. 13. 
le problème II, que les points M, N se confondent; alors, 
d’après la dernière remarque, la figure MPQRSM devient 
un parallélogramme. 
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On reconnaît , en outre , que ce parallélogramme a ses 
côtés parallèles aux diagonales AC, BD du rectangle. 

En effet, si nous prolongeons DA jusqu'à sa rencontre 
. en I avec PM', nous aurons AI=AS=CQ; donc le qua- 
drilatère AIQC, dans lequel deux côtés sont égaux et pa- 
rallèles, sera un parallélogramme; donc PQ est parallèle * 
à AC. 

Remarque. A cause de PS=PI, on a PQ+PS=QI=AC ; 
donc le plus court chemin MPQRS « une longueur égale à 
la somme (les deux diagonales AC, BD et, conséquemment, 
indépendante de la position du point M.*. 


PROBLÈME IV. 


On donne une droite AB cl deux points C , D , situés de côté et d’autre de 
' cette ligne; et l’on demande de trouver, sur AB, un point M tel, que la 
différence des distances CM, MD soit un maximum. 


Fig 14. En prenant, comme dans le problème I, le point C' 
symétrique du point C, nous aurons CM — MD=C'M — MD. 
Or, cette dernière différence sera la plus grande possible, 
lorsque les trois points C', D, M seront en ligne droite. 

En effet, si nous prenons sur AB un point quelconque 
M', nous aurons, dans le triangle C'M'D : 

C'M'— MD/fcCD. 


Ê 


PROBLÈME V. 

f Étant donnes deux couples de droites parallèles et un point A situé sur leur 
plan , on propose de mener par ce point une sécante telle , que les parties 
de cette droite , comprises entre les deux systèmes de parallèles , soient 
égales entre elles. 

Fig. 15. Supposons le problème résolu, et soit AMNPQ la sécante 
demandée, de manière que MN = PQ. Les parallèles don- 
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nées formeront un parallélogramme KK'IIH' dans lequel 
les diagonales sont KII et K 'H'. Observons que si la 
sécante AMNTQ était parallèle à l’une de ees diagonales, 
à KII, par exemple, on aurait, à la fois, MN==KH, 
PQ=KH; et, par suite, MN=PQ. 

Donc, pour résoudre la question, il faut, par le point 
donné A, mener des parallèles aux diagonales du parallélo- 
gramme formé par les couples de parallèles ; on obtiendra 
ainsi deux sécantes qui répondront à la question. 


« PROBLÈME VI. 


* 


Construire on parallélogramme, connaissant les deux diagonales et un coté. 


Soit ABCD lé parallélogramme demandé, dans lequel on Fie. 16. 
connaît les diagonales AC, BD et le côté AB. 

Dan1> le triangle AOR, on connaît les trois côtés, 
voir AO=- AÇ, Rf) = - RD,et AB qui est donné; on con- 
struit donc ce triangle, puis on prolonge AO d’uue quantité 
OG=AO, et OB d’une quantité OD=OB; après quoi l’on 
mène AD, DC et CB. ; 

PROBLÈME VII. 


Sur les quatre eôlés d'un carré ABCD, on prend les distances AM, B.N, CR, DS 
égales entre elles ; et on propose de démontrer que la iignre MNRS est un 
carré. - 4 •. 


Les triangles AMS, BMN, CNR et RDS sont égaux comme F ig. 17. 
ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun; donc MS=MN=NR=RS. Ainsi, la figure 
MNRS a ses côtés égaux. D’ailleurs, l'angle 

MSR = 2 d — MSA— RSD=2 d — M AS= 1 d . 
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On prouverait de même que les autres angles de la figure 
MNRS sont droits; doue cette figure est un carré. 

PROBLÈME VIII. 

Trouver, sur l’un des côtés d’un angle ABC , un point 0 également distant 
du second côté cl d’un point 1) , situé sur le premier côté. 

Fig. 18. Supposons le problème résolu : abaissons OH et DK 
perpendiculaires sur AB, et menons DI1. Dans le triangle 
isoscèle OUI), les angles OHD, ODH sont égaux. Mais, à 
cause des parallèles OH, DK, les angle&OHD, HDK sont 
égaux comme alternes internes; donc OHD = HDK; dope ^ 
DH est la bissectrice de d’angle BDK. 

Ainsi, pour résoudre le problème, il faut mener DK per- 
pendiculaire sur AB, diviser l’angle BDK en deux parties 
égales par la droite DH, et mener HO parallèle à Dft$. 

• * 

PROBLÈME IX. ’ * 

Construire un triangle isoscèle ABC, connaissant son sommet A, sachant que 
les extrémités B et C de la base sont placées sur deux parallèles données 
CH, BK, et connaissant l’angle que la base fait avec ces parallèles. 

Fig. 19. En un point K quelconque de la parallèle BK menons, 
sous l'angle donné a, la droite HKI ; du point A abaissons 
une perpendiculaire sur Kl; prenons le milieu M de la por- 
tion ON de cette perpendiculaire, comprise entre les paral- 
lèles données ; par ce point menons BMC parallèle à Kl : 

BC sera la base cherchée. . 

En effet, les deux triangles BMO, NMC sont évidem- 
ment égaux ; donc BM = MC ; donc le triangle ABC est 
isoscèle, et comme l’angle BCN=IKB=«, ce triangle sa- 
tisfait aux conditions données. 
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• PROBLEME X. 

Étant donné un triangle ABC , on propose de mener une parallèle M\ à la 
base BC, de telle sorte que la longueur MN de celte parallèle soit égale 
à la somme des segments MB , INC déterminés sur les autres côtes du 
triangle. 

Prenons, à partir du point M, la longueur MO=BM ; Fie. 20. 
menons OR et OC. Dans le triangle isoscèle BMO, les angles 
BOM, MBO sont égaux; mais MN est parallèle à BC, donc 
BOM-— OBC. et MBO=OBC. La droite OB est donc la 
bissectrice de l’angle B. On prouverait de la même ma- 
nière que OC est la bissectrice de l’angle C. Donc le point 
O est le point de rencontre des bissectrices des angles B 
et C. 

Pour résoudre le problème, il faut donc diviser les angles 
B et C en deux parties égales ; et, par le point de rencontre 
des deux bissectrices, mener une parallèle à la base BC. * 

• PROBLÈME XI. 

Par un point O, situé dans l’angle donné A, mener une droite BC qui soit 
divisée en deux parties égales par ce point. 

Menons, par le point O, OH parallèle au côté AC de Fig. 21. 
l’angle donné. Nous aurons, par le théorème II, BH=AH. 

Ainsi, pour résoudre le problème, on mènera par le point 
O une parallèle OH au côté AC, on prendra IIB=AH, et 
l’on joindra le point B au point 0. 

• PROBLÈME XII. 

Construire un triangle, connaissant deux côtés et une médiane. 

Soit ABC le triangle cherché , et soit CC' la médiane Fig. 22. 
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donnée. Parmi les deux côtés donnés, il y en a nécessai- 
rement un, au moins, qui aboutit au soimnet G . supposons 
que ce soit le côté AC. Si le second côté donné est AB, le 
problème se réduit h la construction du triangle ACC', dans 
lequel on connaît les trois côtés, attendu que AC'==‘ AB 
Si le second côté donné est CB. prolongeons CG' d’une 
quantité égale à elle-même, et menons DB. Nous connaî- 
trons, dans le triangle CBD, d’abord le côté CB, ensuite 
BD=AC, et enfin CD=2CC'. La question est donc résolue. 

PROBLÈME Xlll. 

Construire un triangle, connaissant un côté et deux médianes. 

Fig. 23. Soit O le point d’intersection des deux médianes don- 
nées AA', BB'. D’après le théorème III, Qti—'-Ak', OB' 
— ’ BB'. Par conséquent, la construction du triangle ABC 
se réduira, quel que soit le côté donné, h la construction 
de l’un des trois triangles AOB, AOB\ t50A', dans lequel 
les trois côtés seront connus. 

- PROBLÈME XIV. 

Construire un triangle, connaissant ses trois médianes. 

Fig. 24. Soit O le point d’intersection des trois médianes. A cause 
de BO=j BB', AO=?AA', OC'=jCC', on connaît, 
dans le triangle AOB , les deux côtés po, AO et la mé- 
diane OC'. La question est donc ramenée au problème XII. 
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PROBLÈME XV. 

Construire nn triangle ABC, connaissant le périmètre et deux angles. 

Prolongeons le côté BC indéfiniment de part et d’antre. Fig. 25. 

‘Prenons BH=BA, CK— GA , et menons AH et AK. Dans 
le triangle isoscèle ABH, l’angle II, %al à BAH, sera la 
moitié de l’angle donné B. De même, K=.jC. D’ailleurs 
HK égale le périmètre donné. * 

On peut donc construire le triangle HAK et déterminer 
ensuite les points B, C. 

X PROBLÈME XVI. 

Trouver le lieu des points tels, que la somme des distances de clmcun d'eux 
à. deux droites données, soit égale à une longueur donnée. 

11 y a plusieurs cas à distinguer : 

1° Les deux droites AB, CD sont parallèles, et leur di- Fig. 26. 
stance est moindre que la longueur donnée. 

Le lieu géométrique se compose évidemment du système 
de deux droites MN, PQ, parallèles aux deux droites don- 
nées. Pour obtenir ces parallèles, on mène une droite EFGH, 
perpendiculaire aux deux droites données , et l’on prend 
FG=HE=j(L — EF), L étant la longueur donnée. 

2° Les droites données sont parallèles, et leur distance 
est égale à la longueur donnée L. 

Dans ce cas, tout point de la bande comprise entre les 
deux parallèles données AB, CD, satisfait à la question. 

i 

5° Les droites données sont encore parallèles , et leur 
distance est plus grande que L. 

Alors le problème est évidemment impossible. 


Digitlzed by Google 



14 


THEOREMES ET PROBLEMES 


3 


4° Les deux droites sont concourantes. 

* 

Fig. 27. Menons EF parallèle à la droite donnée AB, de manière 
que la distance entre ces deux droites soit égale à L. Pre-\ 
lions, à partir du point de concours O, OG = OE. 

D’après le théorème VII, tous les points de la base AE 
du triangle isoscèlerÂOE satisferont à la question. Mais 
cette base ne constitue pas tout le lieu géométrique cherché : 
Fig. 28. il est clair, en effet, que si nous prenons OH==,OI— OE, 
tous les points situés sur le périmètre du rectangle EGHI 
seront tels , que la somme des distances de chacun d’eux 
aux deux droites données , sera égale à L. 

Remarque. Si, dans le cas des droites concourantes, on 
demandait que la différence des distancera point cherché 
aux deux droites fût égale à L, on trouverait, pour le lieu 
géométrique, les prolongements des côtés du rectangle. 
C’est ce qu’il est aisé de reconnaître. Le cas des droites 
parallèles donnerait lieu à une discussion toute semblable 
à celle qui précède. 


53 


PROBLEME XVII. 


Construire uu quadrilatère, counaissaul les quatre côtés et l'une 
des deux droites qui joignent les milieux des côtés opposés. 

Fig. 29. Soit ABCD le quadrilatère cherché, dans lequel, indé- 
pendamment des côtés, l’on connaît la droite EG, qui passe 
par les milieux des côtés AB, CD. Soient II, F les milieux 
des diagonales du quadrilatère. Si nous menons IIE, GF, 
ces deux droites seront égales et parallèles , car chacune 
d’elles est parallèle 5 AD , et égale à la moitié de cette 
droite. De même, les droites G1I, EF sont parallèles, et 
chacune d’elles est égale à la moitié de BC. Il résulte de 
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là que la figure EFGH est un parallélogramme, dans le- 
quel on connaît les côtés et l’une des diagonales On peut 
donc construire ce parallélogramme, et déterminer sa se- 
conde diagonale FH. 

Actuellement, soient M, N les milieux des côtés AD, BC du 
quadrilatère. La figure MHNF sera encore un parallélogram- 
me , dans lequel on connaît les côtés et la diagonale FH. 

Le reste est évident. 

PROBLÈME XVIII. 

Construire un pentagone, connaissant les milieux de ses côtés. 

Supposons le problème résolu, et tirons une diagonale Fig. 3Û. 
BE , qui partage le pentagone ABCDE en un triangle ABE 
et un quadrilatère BEDG. Si l’on joint les milieux des quatre 
côtés de ce quadrilatère , on obtient un parallélogramme 
PNOQ.dans lequel on connaît de grandeur et de position les 
deux côtés PN, PQ. Il est donc possible de construire ce 
parallélogramme. Pour cela, par le point N, on mène une 
parallèle à PQ, et par le point Q une parallèle à PN : on ob- 
tient ainsi le point 0, milieu de la base BE du triangle ABE. 

Comme cette base BE est parallèle à la droite connue MR, 
et qu’elle est double de cette ligne , on mène par le point 0 
une parallèle à MR, et on prend sur cette parallèle, de part 
et d’autre du point 0, des distances OB, OE égales à»MR; 
ce qui donne les sommets®, E. On trace ensuite les droites » 

BM, ER, lesquelles, par leur intersection, déterminent le ' 
sommet A. Si l’on mène ensuite BN, et que l’on prenne . *“ 
NC=BN, on obtient le sommet C. Enfin, on mène EQ, e.tv ^ 
l’on prend QD— EQ, ce qui donne le cinquième sommet D. 
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PROBLÈME XIX. 

Trouver, sur le cèle AB d'un triangle , un point tel , que la somme 
de ses distances aux deux autres cèles soit un minimum. 

Fig. 31. Prenons, sur AB, deux points quelconques M, M'; de 
ces points abaissons MP, M'P' perpendiculaires sur AC, 
etMQ, M'Q' perpendiculaires sur BC. Afin de connaître 
laquelle est la plus grande des deux sommes MP+MQ, 
M'P'+M'Q', posons 

MP + MQ^M'P' + M'Q'. 

Menons MB parallèle h AC et M'S parallèle à BC : l’iné- 
galité deviendra 

MP + MS + SQ^M'R + RP'4-M'Q'; 
d’où, à cause de MP— RP', SQ=M'Q' : 

MS^M'R. 

Or, les deux triangles rectangles MRM', MSM' ont l’hypo- 
ténuse commune. Si donc , comme cela a lieu dans la 
figure, l’angle A est supposé plus grand que l’angle B , 
nous aurons MM'S<TM'MR; d’où, par le théorème IX, 
MS < M'R, et, par suite, MP + MQ < M'P' + P'Q'. 
Ainsi , la somme des distances du point M aux deux côtés 
AC, BC diminue à mesure que ce point se rapproche du 
sommet A ; elle sera donc la plus petite possible quand le 
point M se confondra avec ce sommet. 

PROBLÈME XX. 

Trouver, dans le plan d’un triangle, un 'point tel, que la somme 
de scs distances aux trois cèles du triangle, soit un minimum. 

Fig. 32. Par un point quelconque M, intérieur ou extérieur au 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 


17 


triangle, menons DE parallèle au côté AB, et soit F le 
point où elle rencontre le côté AC, adjacent au plus grand 
des deux angles A, B. D’après le problème précédent, 
nous aurons 

FFKMQ + MR, ^ 

ou FH+FG<MP+MQ-t-MR. 

Il ne s’agit donc plus que de comparer le point F avec les 
autres points du côté AC; or, d’après le même problème, 
on a 

CKFII + FG. 

Ainsi , le point cherché est le sommet du plus grand des trois 
angles du triangle; en même temps, le minimum de 
MP+MQ+MR 

est la plus petite des trois hauteurs du triangle. 


* 


5 
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18 THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

LIVRE IL 


THÉORÈME 1. 

!/e diamèlre du cercle inscrit dans un triangle rectangle est égal à l’excès 
de la somme des deux côtés de l'angle droit sur l'hypoténuse. 

Fie. 33. Soient ABC un triangle rectangle et OP le rayon du 
cercle inscrit. La somme des deux côtés de l’angle droit 
est AC+AB^AN+NC+AP+PB, 

et l’hypoténuse BC=BM + MC. 

Retranchant ces deux égalités membre à membre, et ob- 
servant que NC=MC et PB=MB , 
on obtient AG-t-AB — BC=AN-t-AP. 

Or, la figure APON est un carré ; donc 

AN -|- AP— 2 ON = le diamètre ‘du cercle inscrit; 
donc AG-i-AB — BC= le diamètre du cercle inscrit. 

THÉORÈME H. 

Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les côtés op- 
posés divisent en deux parties égales les angles du triangle dont les som- 
mets sont les pieds de ces perpendiculaires. 

Fig. 34. Soit ABC un triangle quelconque et soient AP, CM et 
BN les perpendiculaires abaissées des sommets sur les 
côtés opposés, lesquelles se coupent en un point O. A cause 
des angles droits en M, N, P, si nous décrivons des cir- 
conférences sur les droites OA, OB, OC, ces circonfé- 
rences passeront par les points M, N, P. 

Cela posé, les angles OBP, OMP sont égaux, comme ayant 
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tous deux pour mesure la moitié de l’arc OP; de même, les 
angles OAN, OMN sont égaux, comme ayant pour mesure la 
moitié de l’arc ON. Mais les angles OBP, OAN sopt égaux, 
parce que chacun d’eux est le complément de l’angle G ; 
donc OMP=OMN; donc la perpendiculaire CM divise 
l’angle PMN en deux parties égales. On prouverait de la 
même manière que les perpendiculaires AP et BN divisent 
les angles MPN et MNP chacun en deux parties égales. . , 
Remarque. 1° Le point O, où se coupent les trois hau- 
teurs du triangle ABC, e$t le centre du cercle inscrit au 
triangle formé par les pieds de ces trois hauteurs. 2° Les 
sommets A, B, C du premier triangle sont les centres des 
cercles ex-inscrits au second. 

THÉORÈME III. 

> • 

Si, par l’un des deux points d'intersection de deux circonférences 0, 0’, on 
mène deux diamètres AM, AN, les extrémités M, N de ces deux diamètres 
et le second point d' intersection B sont en ligue droite. 

», 

Menons MB , NB. L’augle MBA est droit comme inscrit Fig. 35. 
dans un dfemi-cercle ; il en est de même de l’angle ABN ; 
donc les angles ABM et ABN sont supplémentaires ; donc 
la ligne MBN est droite. 



THÉORÈME IV. 

Si, par le point de eonlact 0 de deux circonférences, on mène deux eordes 
communes AD, BC, les droites AB, CD, qui joignent les extrémités de ees 
eordes, sont parallèles. 

Si nous menons la tangente commune IIOK , les angles Fig, 36. 
OÀB, BOII seront égaux comme ayant pour mesure ; OB; 
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dr même, ODC=KOC. Mais les angles BOH, KOC sont 
égaux comme opposés par le sommet; doue OAB=ODC; 
donc les droites AB, CD sont parallèles, comme faisant 
avec AD des angles alternes internes égaux. » 


THÉORÈME V. 



Si, par le point d’inlorseelion A de deux cireonféreuces 0, 0', on mène deux 
cordes communes CD, EF, les droites CE, DF, qui joignent les extrémités 
de ces eordes, font entre elles un angle constant. 


Fig. 37. Menons, par le point A, les deux droites GAH, G'A'H', 
respectivement tangentes aux deux circonférences. Nous 
aurons ADF=H'AE, 

ACE=HAE ; ’j< 

\ . T d’où ACE— ADF=IIAE— H'AE ; 

1 - ’ ou encore ACE— ADF=IIAH'. 

Ainsi , la différence des angles que font les deux droites 
EC, DF avec la corde commune CD, est constante et égale 
à l’angle des deux tangentes. Il résulte de là que si nous 
prolongeons EC, DF jusqu’à leur rencontre en M, l’angle 
CMF sera égal à HAII\ 

- Remarque. Si la corde CD reste fixe, et que la corde EF 
tourne autour du point A, le point M variera de position , 
mais de telle sorte que l’angle M sera constant. Donc ce 
poiut M décrira un arc capable de l’angle HAH', dont les 
extrémités seront les points C, D. 
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THÉORÈME VI. 

Les bisseclriccs des angles inlérieurs d’un quadrilatère forment 
un quadrilatère inscriptible. 


Soient ABCD un quadrilatère quelconque , et MNPQ le 
quadrilatère formé par les bissectrices des angles du qua- 
drilatère ABCD. Il suffit, pour démontrer le théorème, de 
prouver que la somme des augles M et P est égale à 2 <1 . 
Or, dans le triangle ABM, on a £A+j[B-rM=2 4 ; dans le 
triangle CPD, on a également jC-j— D+ P =‘2 4 ; donc 
5 (A+B+C+D)+M+P=4 4 . Mais i(A+B+C-hD)=2 4 ; 
donc M+P=2 d . 

Remarques. 4° Si ABCD est un parallélogramme, le 
quadrilatère intérieur sera un rectangle, dans lequel les dia- 
gonales seront parallèles aux côtés du parallélogramme. 

2° Les bissectrices des angles extérieurs d’un quadrila- 
tère jouissent des mêmes propriétés. 


THÉORÈME VH. 

, Les bissectrices HP, KN des angles formés par les côtés opposés d'un 
quadrilatère inscrit ABCD , sont perpendiculaires entre elles. 

IIP étant la bissectrice de l’angle AHD , on a 
AP— BM=DP— CM. 

De même, AN— DQ=BN— CQ. 

Eu ajoutant ces deux égalités on obtient : 

PN— DQ— BM=BN+ DP— MQ ; 
ou PN+QM=PQ+MN. 

Par suite, les deux angles PON, MON sont égaux comme 


Fig, 38 


Fig. 39. 
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ayant même mesure; donc les droites KN, HP sont per- 
pendiculaires l’une à l’autre. 



THÉORÈME VIII. 


Les circonférences qui ont pour cordes les côtés d’un quadrilatère ABC!) 
inscripliblc donnent lien , par leurs secondes inlcrscctious, à un quadrilatère 
inscripliblc A'B'C'D'. <■ 

Fig. 40. Les trois angles en C' donnent > 

D 'C 'B '+ D'C 'C+B 'C'C= 4 d ; , 
mais on a B'C'C-J-B'BC— 2 d , 

D’C'C+D'DC=2 d ; 
donc ' D'C'B'=B'BC+D'DC. 

On prouverait de même que 

D'A'B=B'BA+D'DA. 

Ajoutant ces deux égalités, ou obtient 

D'C'B'-|-D'A'B'— CBA-fCDA. 

Or, . CBA+CDA=2 4 , 
parce que le quadrilatère ABGD est inscrit; donc 
D 'C'B'4-D 'A'B'=2 d ; 

donc enfin le quadrilatère A'B'C'D' est inscripliblc 

THÉORÈME IX. ^ 

Les pieds M, N, P des perpendiculaires abaissées d’un point 0 d’une circon- 
férence sur les côtés d’un triangle inscrit ABC , sont 'situés sur une même 
droite. 

Fig. 41. Menons MN et NP le théorème sera démontré si on 
prouve que les angles BNM, CNP sont égaux. 

Sur OB comme diamètre décrivons une circonférence; 
elle passera par les points M, N, parce que les angles BMO, 
BNO sont droits. Décrivons de même une circonféreuce 
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sur OC comme diamètre; elle passera par les points N, 

P, parce que les angles ONC, OPC sont droits. Cela 
posé, l'angle MBO, supplément de l’angle ACO, est égal 
à l’angle OCP, qui est aussi le supplément de ACO; donc 
gOM=COP. Mais ces deux derniers angles sont respecti- 
vement égaux, l’un à BNM, l’autre à CNP; donc BNM est 
égal à CNP- 

THÉORÉME X. 

. - i 

Si, du sommet B d’un triangle équilatéral inscrit, on mène une corde quel- 
conque BD qui coupe le côté AC, et qu’on joigne les deux autres sommet» 

A, C au point D, on aura BD = AD + CD. 

Par le point C, menons CE parallèle à AD, et joignons Fig. 42. 
le point E aux points A, B. Il résultera de cette construc- 
tion deux triangles BEF, DGF, lesquels seront équilatéraux. 

En eflet, à cause des parallèles , les arcs AE , DC sont 
égaux; donc 

BEC=BAC=4 d , EBF=ABC=j a , 

BDC— BAC=f, ECD=ABC=| d . 

Par suite, BF=BE=AD et FD=CD. 

Donc enfin, BF+FD=BD=AD+CD. 

s * 

THEOREME XI. 

Si, par les sommets d’un triangle, on fait passer trois circonférences se coupant 
deux à deux sur les côtés du triangle , ces trois lignes se couperont en un 
même point. 

Soit D le second point d’intersection des circonférences Fig. 43. 
AB'C' et BA'C^s je dis que la circonférence CA 'B' passera ‘ 
en 1). 
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En effet, la somme des angles formés autour du point D 
par les cordés DB', DC' DA', est égale à six angles droits. 
Or, à cause des quadrilatères inscrits AB'DC', BA'DC', 
les angles B'DC', A'DC' sont les suppléments des angles A 
et B du triangle. Donc l’angle ATIB' est lé supplément de 
C; et le quadrilatère A'DB'C est inscriptible. 

THÉORÈME XII. 

Si , à un cercle I , inscrit dans un angle 0 , 'on mène des tangentes inté- 
rieures ou extérieures : 1° les tangentes intérieures AB formeront 
des triangles ayant même périmètre ; 2° les tangentes extérieures CD 
formeront des triangles dans lesquels l'excès du demi-périmètre siir le 
côté CD sera constant; 5° en joignant le centre aux extrémités des tan- 
gentes soit extérieures , soit intérieures , on formera des angles constants 
pour chaque espèce de tangentes ; 4° les angles au centre pour la tangente 
extérieure et pour la tangente intérieure seront supplémentaires. 

Fkî. 44. 1° Soient M, N les points de contact de la circonférence 

I avec les côtés de l’angle O, et soit P le point où la tan- 
gente AB touche le même cercle. Nous aurons AP=AN, 
BP=BM ; donc le périmètre du triangle OAB , formé par 
la tangente intérieure AB, est égal à ON+OM, c’est-à- 
dire égal à une quantité coustante. 

2° Dans le triangle OCD, formé par la tangente extérieure 
CD, on a OC— CQ=ON, OD— DQ=OM; donc 
OC+OD — CD=ON+OM; 
ou OC-+-OD-+-CD — 2CD=20N, 

ou p — CD=ON; 

en désignant par 2 p le périmètre du triangle. 

5° L’angle AIB est constant, car il est égal à la moitié 
de l’angle N1M, supplément de l’angle donné O. 


t 
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De même, l’angle CID est constant, car il est égal à la 
demi-somme des angles NIQ, MIQ. 

4° La somme des angles NIM, NIQ, MIQ est égale à 
quatre angles droits; donc les angles AIB, CID sont sup- 
plémentaires. 

THÉORÈME XIII. 

> 

1® Les segments déterminés sur le côté d’un triangle par les points de con- 
tact du cercle inscrit cl d'un des cercles ex-inscrits sont égaux, chacun, au 
demi-périmètre moins un côté; 2° la somme de ccs segments est égale au 
demi-périmètre. 

Considérons, sur le côté AB, les segments AD, DB, BH, Fig. 45. 
déterminés par le point de contact D du cercle inscrit O et 
par le point de contact H du cercle ex-inscrit O'. Nous au- 
rons, en représentant par o, b, c les trois côtés du triangle, 
et par 2jj le périmètre : 

1° 2/)=AB+BG+AC+CG=AB+BII+AC+CI=AH+AI=2AH; 
donc p=AH. 

2° 2p=2AD+2BF+2CF=2AD+2BC; 

donc AD =p—a. 

3° 2p=2BD+2AE+2CE=2BD-f2AC; 

donc BD=p — b.} 

o° BH=p — c. 

Remarque. A cause de p=AH= ÀD + BD+ CF, on 
conclut BH— CF, ou BG— CF. Ainsi, sur chaque côté d'un 
triangle quelconque, le segment compris entre un sommet et 
le point de contact du cercle inscrit , est égal au segment 
compris entre l’autre sommet et le point de contact du cercle, 
ex-inscrit. 
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THÉORÈME XIV. 

Étant donné nn triangle quelconque ABC, si sur cliacun de ses côtés on 
construit extérieurement des triangles équilatéraux ACD, BCE , ABF, et 
si on mène les droites BD, FC, AE : 1° ces trois lignes seront égales; 
2° elles se rouperont en un même point 0; 5° les côtés du triangle 
donne ABC seront vus de ce point sous un même angle. , 

Fig. 40. 1° Dans les deux triangles BAD, CAF, nous avons 

AB=AF, AD=AC. De plus, les angles BAD, CAF sont 
égaux, comme se composant .d’une partie commune BAC 
et de deux angles CAD, BAF, évidemment égaux entre 
eux. Donc les deux triangles BAD, CAF sont égaux entre 
eux; donc BD=CF. 

2° Circonscrivons des circonférences aux triangles ACD, 
BCE, ABF. Il est facile de voir que ces trois lignes se 
couperont en un même point 0. Joignons ce point aux 
points A, B, C, D, E, F. Il résultera de cette construction 
six angles égaux AOD, DOC..., car chacun d’eux est inscrit 
dans un segment capable d’un angle de 60°. Par suite, 
A0F+F0B+B0E=2 d ; donc AOE est une ligne droite. 

3° Chacun des angles AOB, BOC, COA est égal à 120°. 
C’est ce qu’on exprime en disant que les côtés AB, BC , 
CA sont vus du point 0, sous un même angle. 

THÉORÈME XV. 

Étant donnés une circonférence 0 et un raÿon prolongé OA, si au point A on 
mène une perpendiculaire AB à ce rayon , et une sécante ADE à la circon- 
férence, puis que, par les points d'intersection D, E, on mène des tangentes 
DC, EB, ces tangentes détermineront, paf* leurs intersections avec la per- 
pendiculaire, deux distances égales AB, AC. 

Fig. 47. Tirons les droites [OB, OC, et les rayons OD, OE. Si 
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l’on prouve que OG = OB, les distauces AB et AG seront 
égales, et le théorème sera démontré. 

Décrivons sur OB, comme diamètre, une circonférence : 
elle passera par les points E, A , parce que les angles 
OEB, OAB sont droits. De même, la circonférence décrite 
sur OC, comme diamètre, passera par les points D, A. 
Cela posé , les angles OAE , OBE sont égaux comme in- 
scrits dans le même segment OE; de même, les angles 
OAD , OCD sont égaux ; donc les angles OBE , OCD sont 
égaux. Il résulte de là que les deux triangles rectangles 
OBE, OCD sont égaux; donc OB=OC. 


PROBLÈME I. 



Trouver la bissectrice de l'angle de deux droites MP, !SQ ‘ 
[qu’on ue peut prolonger. 


Coupons les deux droites données par deux droites quel- Fio. 48. 
conques MN, PO. Menons les bissectrices MO, NO des 
angles M, N : le point O appartiendra à la droite cherchée, 
parce que les bissectrices des trois angles d’un triangle con- 
courent en un même point. De même , si nous menons les 
bissectrices PO', QO' des angles P, Q, nous obtiendrons 
un second point O' de la bissectrice demandée; donc 00' 
sera cette droite. « 


^PROBLÈME II. 



Deux circonférences qui se coupent étant données, mener, par l’un des points 
d'intersection, une sécante commune qui ail une longueur donnée L. 

Supposons le problème résolu, et soit BAC la sécante Fie. 49. 
commune demandée; on aura BC=L. Des centres 0, I ♦ 
abaissons OM , IN perpendiculaires sur BC , et menons 
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IK parallèle à BC ; nous obtiendrons ainsi un triangle rec- 
tangle IOK dans lequel 01 est la distance des centres, et 
1K= BC=^ L. 

Si donc on décrit une circonférence sur 01 comme dia- 
mètre , et que du point I comme centre , avec ~ L pour 
rayon, on trace un arc qui coupe cette circonférence en 
deux points K, K', il suffira de mener, par chacun des 
points d’intersection A ou A', deux parallèles aux droites 
IK, IK' : on obtiendra ainsi les droites BC, B'C', UE, 
D'E', qui satisferont à l’énoncé. 

PROBLÈME III. 

Inscrire, entre deux circonférences données, une droite parallèle à une débité 
donnée AB et qui ait une longueur donnée MN. ' V 

\ 

Fig. 50. Supposons le problème résolu, et soit CD la droite qui 
satisfait à la question : si, par le centre.0, ou mène OK 
parallèle h AB, et égale à MN , et qu’on tire OC et KD, la 
figure OKDC sera un parallélogramme; donc KD=OC. 

Si donc, du point K comme centre, avec OC pour rayon, 
on décrit une circonférence qui coupe la circonférence I en 
D ctD', et que par ces points on mène des parallèles DC, 

D'C' à AB, elles répondront à la question. 

♦ * 

PROBLÈME IV. 

r' 

Construire un quadrilatère ABCD , connaissant deux angles opposés B, D, 
les deux diagonales et leur angle 0. 

Fig. 51. On décrit sur AC deux arcs, l’un capable de l’angle B et 
l’autre capable de l’angle D; on mène ensuite une droite 
MN faisant avec ÀC un angle égal à 0, puis une droite BD 
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parallèle à MN, et telle , que la partie comprise entre les 
deux arcs soit de longueur donnée; on trace enfin AB, 

BC, CD, DA, et on a le quadrilatère demandé. 

PROBLÈME V. . 

Par deux points A, B, donnés sur une circonférence, mener deux cordes 

•• parallèles AC, BD, dont la somme soit donnée. ’ 

Menons la corde AB et la corde inconnue CD, laquelle Fig. 52. 
sera égale à AB, à cause des parallèles. Soit ensuite EF, 
la droite <pii joindrait les milieux de ces deux cordes. 

Dans le trapèze ABCD, la droit^Ep' est égale à la demi- 
somme des base£* donc le point iÇse trouve sur une circon- 
férence décrite du point JJcdmme centre, avec un rayon égal 
à la moitié de la somitie donnée. D’un autre côté, les cordes 
égales AB, CD sont également éloignées du centre; donc le 
point F se trouve sur line autre circonférence, décrite, du point 
0 comme centre* avec OFpour rayon. De plus, la droite CD 
sera tangente à cette circonférence. Nous pouvons donc re- 
garder la question comme résolue. 

Remarque. Pour que le problème soit possible , il faut 
et il suffit que la somme dçnnée soit moindre que 40E. En 
général, la construction fournira deux solutions. 

t 

PROBLÈME VI. 

Inscrire dans un carré donné un anlrc carré donné. * 

Soit MNRS un carré inscrit dans ABCD. Il est évident Fig. 47. 
que les triangles AMS, BMN, CNR, DSR sont égaux; car 
ils ont les hypoténuses égales et les angles aigus égaux.*fle 
plus, si l’on mène les diagonales BD, SN, on aura deux 
triangles SOD, BON égaux entre eux; car les angles OSD, 
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ODS sont respectivement égaux aux angles ONB, OBN , et . 
SD— BN ; par conséquent OD=OB et OS=ON; c’est-à-dire 
que les deux diagonales se coupent mutuellement en deux 
parties égales. On déterminera donc les sommets S, R, N, M 
en décrivant un arc de cercle du point 0 comme centre, avec 
un rayon égal à la moitié de la diagonale du carré à inscrire. 

Remarque. L’arc décrit du point 0 ne peut couper AD 
que si la diagonale du carré à inscrire est plus grande que 
le côté de l’autre carré. 

PROBLÈME VH. 

* 

Construire nu triangle, connaissant Ig pieds M, N, P*dcs perpendiculaire* , 
ahaissées des sommets sur les côtés opposés. 

Fig. 34. Supposons le problème résolu, et soit ABC le triangle 
demandé. Nous savons que les perpendiculaires AP, BN, 

CM sont les bissectrices des angles du triangle MNP. Si 
donc nous menons, par les points donnés M, N, P, des per- 
pendiculaires à ces trois bissectrices, elles formeront le 
triangle demandé ABC. 

PROBLÈME VIII. 

Construire un triangle , connaissant la base , la hauteur et l’angle 
ait sommet. ■> 

Fig. 53. Sur une droite indéfinie XY, prenons une distance AB 
égale à la base, et décrivons sur AB un arc ÀDB capable 
de l’angle donné. Au point A, élevons sur AB une perpen- 
diculaire AH égale à la hauteur; menons par le point H une 
parallèle à AB; cette parallèle coupera en général l’arc 
ADB en deux points C, C'; et les triangles CAB, C'AB 
répondront à la question. 
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• PROBLÈME IX. 

Construire un triangle ABC , connaissant un angle A, la hauteur 
correspondante et le rayon du cercle inscrit. 

Construisons le cercle inscrit O, et décrivons du point A Fig. o/ *- 
comme centre, avec un rayon égal à la hauteur donnée, 
une circonférence DEF. Il est clair que si nous menons à 
ces deux cercles des tangentes communes extérieures BC, 

B'C', nous obtiendrons les triangles ABC, AB'C', qui ré- 
pondent à la question. 

* PROBLÈME X. 

Construire un triangle ABC, connaissant la base AB , la somme 
des deux autres côtés AC, CB, et un angle A à la base. 

On connaît l’angle À et la base AB; on peut donc re- Fig* 55. 
garder comme connue la direction du côté AC. Si l’on prend 
AH égale à la somme donnée, et que l’on élève une perpen- 
diculaire MC au milieu de BII, cette droite rencontrera AH 
au sommet cherché C. On aura, effectivement, CH=CB, 
d’où AC+CB=AH. 

PROBLEME XL 

Construire un triangle ABC , connaissant la hase AB , la différence 
des deux autres côtés AC, CB, et un angle A à la base. 

L’analyse de ce problème étant la même que celle du Fig. 50. 
problème précédent, nous allons seulement indiquer la con- 
struction. 

Après avoir pris AB égale à la base donnée, on fait au 
point A un angle CAB égal à l’angle donné ; sur le côté AC 
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on prend AU égale à la différence donnée; on élève une 
perpendiculaire au milieu de BH, laquelle coupe le côté AC 
au sommet cherché C. 

PROBLEME XU. 

Construire un triangle ABC , connaissant un angle B à la Itase , 
la hauteur AH, et le périmètre 1*. 

Fie. 57. Si, après avoir fait l’angle XBY égal à l’angle donné; 
on mène une parallèle à BX, qui en soit distante d’une 
quantité égale à la hauteur donnée AH, on connaîtra le 
sommet A; et on sera évidemment ramené au problème X, 
puisque la somme des côtés inconnus ,AC , BC est égale à 
P— AB. 

r •• 

PROBLÈME XIII. 

Construire un triangle ABC, connaissant la hase AB, l'angle C opposé 
ù celle base, et la somme des deux derniers côtés AC, BC. 

Fie. 58. Prenons, sur le prolongement de AC, CD=CB, et me- 
nons DB. Le triangle BCD étant isoscèle, nous aurons 
D=^ÀCB; donc l’angle D sera connu. 

De là résulte la construction suivante : 

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale à la somme 
donnée. Au point D, on fait, avec AD pour côté, un angle 
ADB, moitié de l’angle donné C. Du point A comme centre, 
avec un rayon égal à la base donnée, on décrit une circon- 
férence qui coupe DB au sommet B. Enfin, si au milieu de 
BD on élève la perpendiculaire EC, on obtient le dernier 
sommet C. 
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PROBLÈME XIV. 

Construire un triangle ABC , connaissant la base AB , l’angle C opposé 
à cette base, et la différence des deux derniers côtés AC , BC. 

L’analyse de ce problème diffère très-peu de celle du Fig. 59. 
problème XIII. Elle conduit à la construction suivante : 

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale à la diffé- 
rence donnée. Au point D, on fait, avec AD pour côté, un 
angle ADB, double de l’angle donné C. Du point A comme 
centre , avec un rayon égal à la base donnée , on décrit 
une circonférence qui coupe DB au sommet B. Enfui, si au 
milieu de DB, on élève la perpendiculaire EC , on obtient 
le dernier sommet C. 

PROBLÈME XV. t 

Construire un triangle ABC , connaissant la base AB 
et le cercle inscrit 0, 

Si, par les extrémités A, B de la base, on mène des tan- Fig. 60. 
gentes au cercle 0, on aura le triangle cherché. 

Remarque. Si l'angle AOB est droit, les tangentes de- 
viennent parallèles entre elles , et le problème est impos- 
sible. 

. PROBLEME XVI. 

Construire un triangle , connaissant le cercle inscrit, et l'un 
des trois cercles ex-inscrits. 

En menant à ces deux cercles 0 et C une tangente com- Fig. 61. 
mune intérieure AB, et deux tangentes communes exté- 
rieures AD, BD, on obtient le triangle demandé ABD. 

3 
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PROBLÈME XVII. 

Construire un triangle , connaissant dent des trois eercles 
ex-inscrits à ce triangle. 

Fw. 61. En menant aux deux circonférences C, C' deux tangentes 
communes intérieures AB, AD, et une tangente commune 
extérieure BD, on obtient le triangle demandé ADB. 

PROBLÈME XVIII. 

Construire un triangle, connaissant les centres C, C', C" des trois cercles 
ex-inscrils à ce triangle. 

Fig. 61. Supposons le problème résolu, et soit ABD le triangle 
demandé. Menons CC', C'C" et C"C. Chacun des centres C, 
C', C" appartient à la bissectrice de l’un des angles du 
trtangle, et aux bissectrices des suppléments des deux autres 
angles; de sorte que AC" est perpendiculaire sur CC', BC' 
est perpendiculaire sur CC", et CD est perpendiculaire sur 
C'C". 

Par conséquent, pour déterminer le triangle ABD, il faut 
joindre deux à deux les trois centres donnés, abaisser de ces 
points des perpendiculaires sur les côtés opposés, et joindre 
deux à deux les pieds de ces perpendiculaires. 

PBOBLÈME XIX. 

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, l’angle opposé A 
à celte base et le rayon du cercle inscrit. 

Fig. 62. Le rayon du cercle inscrit étant connu, on peut facile- 
ment tracer ce cercle. Soient M, N les points où il touche 
les côtés de l’angle donné A. Si, à la somme des deux tan 
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gentes AM, AN, on ajoute BM-t-CN ou BG, qui est connu, 
on aura la somme des deux côtés AB et AG du triangle 
demandé. On voit donc qu’il ne s’agit que de construire un 
triangle, connaissant sa base BC, la somme des deux autres 
côtés AB, AC, et l’angle opposé à la base ; c’est-à-dire que 
l’on est ramené au problème XIII. 

PROBLÈME XX. , 

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, la somme 
des denx autres côtés et le rayon du cercle inscrit. 

A cause de BM-f-CN— BC, il est évident que Fig. 62. 

' AB + AC — BC = AM + AN= 2 AM . 

Par conséquent, AM est connu; et comme OM l’est aussi; 
il s’ensuit qu’en construisant un triangle rectangle ayant 
pour côtés de l’angle droit AM et OM, on connaîtra l’angle 
MAO, et par suite l’angle MAN qui est double de MAO. 

Ainsi, lë problème est ramené au problème précédent. 

PROBLÈME XXL 

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, la différence 
des deux autres cotes et le. ray on du cercle insc rit. 

A cause de AM=AN, la différence des droites CN , Fie. 62. 
BM est égale à celle des côtés AG, AB. Mais CN=CP, 
BM=BP; donc CP — BP=CN — BM=AC — AB. Par 
conséquent, si l’on porte la différence donnée de C en K, 
et qü’on prenne le milieu de BK, on aura le point P ; éle- 
vant en ce point une perpendiculaire à la droite BC, qui 
soit égale au rayon du cercle inscrit . on aura le centre de 
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ce cercle, et par suite le cercle lui-même: doue les tan- 
gentes qui lui seront menées par les extrémités de la base 
détermineront le triangle demandé ABC. 

PROBLÈME XXII. 

Construire un triangle ABC , connaissant le périmètre, l’angle A 
et le rayon du cercle inscrit. 

t 

Fis. 45, Soit DEF le cercle inscrit au triangle cherché ABC. Si 
l’on prolonge les côtés AB , AC au-dessous de la base , 

I puisqu’on décrive un cercle HGI qui touche les. droites 
BII, BC, CI, on aura (théorème XIII), AH=AI=p. Et 
comme les droites AH, AI comprennent entre elles l’angle 
A qui est donné, il sera facile de trouver le point O', et par 
suite le cercle ex-inscrit. Ayant ce cercle , il sera facile 
d’avoir celui qui est inscrit au triangle, car son rayon est 
une des données de la question ; il ne s’agira donc plus, 
pour déterminer le triangle , que de mener eutre ces deux 
cercles une tangente qui leur soit commune. 

PROBLEME XXIII. 

Étant donnés un point A et un angle 0 , mener par ce point une sécante ABC 
qui Forme avec les deux côtés de l’angle un triangle OBC, dont le péri- 
mètre soit donné. 

Fi#, 63. Si l’on imagine un cercle I ex-inscrit à ce triangle, on 
aura, d’après le problème précédent, OK=OH— p. 

De cette remarque résulte la construction suivante ; 

On prend, sur les deux côtés de L’angle O, des distances 
OK, OH égales à la moitié du périmètre donné; aux points 
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K, H on élève sur les deux côtés de l’angle des perpendi 
culaires qui se coupent en I. Du point I, avec 1K pour 
rayon, on décrit une circonférence qui touche les deux côtés 
de l’angle, et enfin on mène par le point A une tangente à 
cette circonférence; cette droite est la sécante demandée. 

PROBLÈME XXIV. 

Étant donnes un triangle ABC et un point 0 , mener par ce point une sécante 
OMN telle , que la partie M.N comprise dans le triangle ABC soit égale à 
; la somme des deux segments BM et CN. 

Nous examinerons successivement deux cas : 

1° Supposons que le point O soit situé hors du triangle Fus. 64. 
ABC ou dans son intérieur, et soit OMN la sécante deman- 
dée ; comme la partie MN est égale à la somme des seg- 
ments MB et NC , le périmètre du triangle AMN sera égal 
à la somme des côtés AB et AC du triangle ABC. La ques- 
tion se réduit donc à mener par le point O une sécante 
qui détermine dans l’angle A un triangfe AMN, ayant un 
périmètre donné* C’est le problème que nous venons de 
résoudre. 

2° Supposons que le point O soit situé sur le côté AB, et Fig. 65. 
soit ON la droite qui satisfait à la question, de manière que 
ON=OB+NC. Prolongeons AC d’une quantité CP égale 
à OB, et menons OP. Il est clair que ON sera égal à NP, 
et par conséquent que le triangle ONP sera isoscèle ; donc 
si on élève QN perpendiculaire au milieu de OP, cette droite 
passera par le point N. En joignant ce point au point O , 
on aura une droite ON qui satisfait à la question. 
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PROBLÈME XXV. 

Inscrire dans l’angle A d'nn triangle donné ABC , nne droit» DE de longueur 
donnée m , et égale à la somme des segments BD, EC. 

Fig. 66. Première solution. On a DE=BD-+-EC ; donc le triangle 
ADE a pour périmètre la somme des côtés AB et AC du 
triangle proposé. D’après le problème XXII , si nous pre- 
nons AP = AQ=5(AIH-AC), et que nous décrivions le 
cercle O tangent en P et en Q aux deux côtés de l’angle 
A, tonte tangente DE à ce cercle sera telle, qd’on aura 
DE=BD+EC. Il suffît donc de mener cette tangente de 
telle sorte que sa longueur soit égale à la droite donnée 
m. Pour cela , observons que dans le triangle DOE on 
connaît la base DE=m, la hauteur OH et l’angle O, lequel 
est la moitié de POQ, c’est-à-dire la moitié du supplément de 
l’angle A. On peut donc construire ce triangle et connaître 
les distances OD et OE. 

Deuxième solution. Nous venons de dire qu'après avoir 
décrit la circonférence O on n’a plus qu’à lui mener une 
tangente DE dont la longueur soit égale à m. Pour cela, 
observons que dans le triangle ADF] on connaît l'angle A, 
la base DE=m et la somme des deux autres côtés, laquelle 
est égale à AB-f-ÀC — m. On peut donc construire ce 
triangle et connaître des distances AD, AE. 
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PROBLÈME XXVI. 

Construire un triangle équilatéral ayant ses sommets sur trois parallèles 
données X, Y, Z. 

Supposons le problème résolu, et soit ABC le triangle Fig. 67. 
équilatéral demandé. Faisons passer une circonférence par 
ses trois sommets; elle coupera la parallèle X en un point 
O. Menons OB, OC : nous formerons un angle BOC égal 
à BAC comme inscrit dans le même segment CBK; donc 
l’angle BOC=j d’angle droit. I)e même, l’angle OBH=^ 4 , 
parce qu’il est égal à AOB, égal lui-même à ACB. 

De là, résulte la construction suivante : 

En un point O quelconque de la parallèle X on mène deux 
droites OC, OB, inclinées à 60° sur les trois parallèles. Ces 
deux droites coupent Y, Z en deux points C, B. On mène 
BC; on circonscrit une circonférence ad triangle BOC; 
cette circonférence coupc la parallèle X en A ; on joint ce 
point aux points B et C ; et le triangle ABC est le triangle 
équilatéral demandé. 

PROBLÈME XXVII. * 

Étant donnés sur une circonférence 0 deux points C, D, situés d'un même 
côté par rapport à uu djamèlrc donné AB; trouver sur la circonférence, 
de l’autre côté de ee diamètre, un point M Ici, qu'en le joignant aux deux 
points donnés, les segments OE, OP du diamètre, compris entre le centre 
et les droites de jonction, soient égaux entre eux. 

Menons le diantètre COG; joignons le point G aux points Fig. 68. 
inconnus M, F par les droites GM, GFIÏ , et menons la 
cor 4e HC. 

tes deux triangles OEG, OFG sont égaux, comme ayant 
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un angle égal compris entre deux côtés égaux, chacun à 
chacun ; donc les angles OCE, OGF sont égaux. II résulte 
de là que les deux triangles CMG, CHG, évidemment rec- 
tangles, sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un 
angle aigu égal. Donc la figure CMGH est un rectangle. 
Actuellement, dans le triangle MGF, l’angle G est droit, et 
l’angle M est connu, car il est égal à DGG. Si donc nous 
décrivons, sur la corde GD, un arc capable d’un angle égal 
à 4 d -t-DCG, cet arc coupera le diamètre AB au point cher- 
ché F. 

Remarque. Si, aux points D, G, on mène des tangentes, 
et que du point I, où elles se coupent, on décrive une cir- 
conférence, son intersection avec AB donnera le point F. 

PROBLÈME XXVIII. . 

A an triangle donné MNP, circonscrire un triangle ABC égal 
à un triangle donné A’B'C'. 

Fig. 69. Le point B se trouvera évidemment sur l’arc capable de 
l’angle B' décrit sur MN comme corde, et le point C se trou- 
vera sur le segment capable de l’angle G' décrit sur MP 
comme corde. 

Maintenant, si l’on mène par le point M une sécante BC 
telle, que la partie comprise dans les deux segments soit 
égale à B'C', et que l’on tire BN et CP, on aura le triangle 
demandé ABC. 

Remarque. Si le côté donné B'C' n’est ni trop grand ni 
< trop petit, le problème sera susceptible d’une seconde so- 
lution ; car on pourra, en général, mener par le point M deux 
sécantes BC, DE telles, que les parties comprises entre les 
deux segments soient égales à B'C'. 
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PROBLÈME XXIX. 

Mener, dans un Iriangle ABC, une Iransversale MAP telle, que les serments 
MP, NP, déterminés par les côtés Jdu triangle , soient égaux à des droites 
données m, n. 

Ce problème peut être regardé comme un cas particulier Fig. 70. 
du problème précédent : celui où le triangle donné MNP 
se réduirait à une ligne droite. 

j 

PROBLÈME XXX. 

Étant données deux circonférences O et 0', trouver sur leur plan un point A 
tel, que les tangentes AT, AT' menées de ee point aux deux circonférences 
soient égales, et fassent ènlre elles un angle donné. 

Joignons les points de contact T et T' aux deux centres, Fie. 71. 
par les droites TO, T 'O', et prolongeons ces droites jusqu'à 
leur rencontre en B. Nous formerons ainsi un quadrilatère 
dans lequel les angles B, A seront supplémentaires, attendu 
que les angles T, T' sont droits. De plus, BT=BT' : c’est 
ce qu’il est facile de reconnaître en menant la diagonale AB. 

11 résulte de là que, dans le triangle OBO\ nous connaîtrons 
la base 00', l’angle opposé B, et la différence des deux der- 
niers côtés; car, de BT=OB + OT, BT'=0'B + 0'T', on 
déduit, à cause de BT=BT' : BO — B0'=0'T' — OT. La 
question est donc ramenée à un problème connu. 

Remarque. Si, au lieu de la tangente AT' on considère la 
tangente AT,, on aura 

B,T — B,0+0T, B.T.^B.O'— O'T,; 
d’où B,0' — B ( 0=0T-t-0'T,. 
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PROBLÈME XXXI, 

' Étant données deux circonférences OJel C,'on propose de trouver sur 0 un 
point tel , qu’en menant de ee point deux tangentes à C , ces deux tan- 
gentes soient perpendiculaires entre elles. 

Fis. 72, Supposons le problème résolu, et soit A le point de- 
mandé : il est évident que la figure ABCD est un carré , 
dont le côté est le rayon de la circonférence C, qui est 
connu; on peut donc construire ce carré, et par suite dé- 
terminer la longueur CA. On décrira alors du point C 
comme centre, avec CA pour rayon, une circonférence, et 
les points où cette ligue coupera la circonférence O satis- 
feront à la question. 

PROBLÈME XXXII. 

Étant données trois circonférences égales, déterminer sur leur plan un point 0 
tel , qu’en menant de ce point des tangentes aux trois circonférences , ces 
tangentes soient égales. 

Fig. 73. Supposons le problème résolu, et soit O le point de- 
mandé; de ce point menons les tangentes OA, OB, OC; 
joignons les centres aux points de contact et au point O, 
nous aurons trois triangles OAM, OBN, OCI, qui seront 
égaux ; donc les trois distances OM, ON, 01 sont égales ; 
donc le point 0 est le centre du cercle qui passe par les 
centres des trois circonférences données. 


Digitized by 


DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 


43 


PROBLÈME XXXIII. 


Étant donnés ime circonférence 0 et un point A , mener par ce point une 
sécante ABR telle, que la partie de cette sécante, comprise dans la circon- * 
férence, soit d’une longueur donnée MN. 


Du centre O, menons 01 perpendiculaire à BK, et décri- Fig 74 
vous la circonférence 01 ; il est clair que toute corde CD de 
la circonférence donnée, qui sera tangente à la circonférence 
01, sera égalé à BK, et par suite égale à MN. 11 faut donc, 
pour résoudre le problème : inscrire dans la circonférence 
donnée une corde CD égale à MN ; abaisser sur CD la per- 
pendiculaire OH : décrire la circonférence OH ; et par le 
point A mener à la circonférence OH deux tangentes ABK, 

AB 'K'. 




PROBLÈME XXXIV, 


Étant données une circonférence 0 et une tangente BH à l’extrémité du dia- 
mètre AB , on propose de trouver sur la circonférence un point G tel , 
qu’en menant AC, on ait CD=CB. 


Dans le triangle isoscèle CBD, les angles CDB, CBD Fig. 
sont égaux; mais les angles CBD et DAB sont égaux^ü 
comme ayant pour mesure ^ BC; donc CDB=DAB ; donc 


iÜ. 


AB=BD. Ainsi, pour résoudre le problème, il faut prendre 
sur la tangente BH une longueur BD=AB et mener DA : 
eette droite coupe la circonférence au point cherché C. 
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PROBLÈME XXXV. 

Par un point M, donné sur un diamètre AB, mener une transversale CD telle , 
que l’are AC soit le triple de l’arc BD. 


0 . 

Fis. 76. Il y a deux cas à distinguer, selon que le point M est 
situé sur le diamètre AB ou sur son prolongement. 

Premier cas. Menons le rayon OD : nous formerons 
ainsi un triangle MOD, dans lequel l’angle O a pour mesure 
BD. Mais l’angle BMD a pour mesuré i(AC+BD) ou 2BD. 
Donc l’angle extérieur BMD est double de l’angle intérieur 
0. Donc le triangle OMD est isoscèle, et MD=MO. 

On décrira donc, du point M comme centre, une circon- 
férence ayant pour rayon MO. Si MO est plus grand que 
MB, cette circonférence coupera la circonférence donnée 
en deux points D, I)', lesquels fourniront les deux cordes 
DMG, D'MC', qui satisferont à la question. 

Second cas. Si le point M est situé sur le prolongement 
du diamètre AB, on trouve que MD— OD. 


PROBLÈME XXXVI. 


Étant donnés un point A et une circonférence 0, on demande quel est le lieu 
des milieux M des cordes passant par le point A. 

Fig. 77. Si nous joignons le point M au centre 0, la droite MO 
sera perpendiculaire au milieu de BC; donc l’angle M est 
droit ; donc le lieu cherché est la partie de la circonférence 
décrite sur AO comme diamètre, comprise dans l’intérieur 
de la circonférence donnée. 
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PROBLÈME XXXVII. 

Êtanl données deux circonférences 0 el 0', on propose de mener une droite 
RMN tangente ù 0' cl sécante à 0, de telle sorte que la partie comprise 
dans cette dernière circonférence ail une longueur donnée L. 

Du centre 0, abaissons OS perpendiculaire 1 sur MN; Fig. 78. 
puis décrivons le cercle OS : toute corde CD de la circon- 
férence 0 , qui sera tangente au cercle OS, sera égale à 
MN. Pour résoudre la question, il faut donc inscrire dans 
la circonférence 0 une corde CD égale à L, décrire le cercle 
01 et mener les tangentes communes à ce cercle et à la 
circonférence 0'. 

1 Remarque. Le problème sera possible toutes les fois que 
la longueur donnée L ne sera pas plus grande que le dia- 
mètre de la circonférence 0. Lorsque L sera égal à ce dia- 
mètre, il y aura deux solutions, et lorsque L sera plus petite 
que ce diamètre, il y en aura quatre 

* 

PROBLÈME XXXVIII. 

Décrire un cercle qui louche une circonférence donnée C et qui touche 
une droite donnée PQ en un point A. 

Soit 0 le centre du cercle demandé. Comme ce point Fig. 79, 
appartient' à la pérpéhdiculaire élevée par le poiift A à la 
droite PQ, Il suffit de- connaître une autre droite sur la- 
quelle il soit situé. Or, si l'on prend sur la perpeiqliculaire 
OA une distance AK égale au rayon de la circonférence 
donnée C, et si l’on mène CK , le triangle OCK sera isos- 
cèle. Par conséquent, le point 0 appartient à la perpendi- 
culaire élevée au milieu de CK. 
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PROBLÈME XXXIX. 

Décrire un cercle qui louche une droite donnée PQ et qui louche 
en un point donné A une circonférence donnée C. 

Fig. 80. Supposons le problème résolu, et soit O le centre du cercle 
demandé. Ce point se trouve sur la droite CA qui joint le 
centre du cercle donné au point de contact ; de plus, si au 
point A on mène la tangente commune AD, le cercle cher- 
ché devra être tangent à AD et à la droite donnée PQ; donc 
son centre est situé sur la bissectrice DO de l’angle ADP ; 
le point O est donc déterminé. 

PROBLÈME XL. 



Décrire, sur une corde donnée AB, 'une circonférence qui eoupe une circonfé- 
rence donnée 0, de manière que la eorde commune CD soit parallèle à une 
droite donnée EF. 


Fig. 81 . Ou sait k que lorsque deux circonférences se coupent, la 
ligne des centres est perpendiculaire à la corde commune; 
donc 01 est perpendiculaire à CD , ou perpendiculaire à 

EF. D’ailleurs, le centre cherché I doit se trouver sur la 
p • ■ . - • 
perpendiculaire élevée au milietf de AB^do^c il est par- 
faitement déterminé. 
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PROBLÈME XLI. 

Des sommets d’un triangle ABC, comme centres, décrire trois circonférences 
qui se louchent mutuellement. 

, », I 

Soient N, P, Q les points de contact cherchés. Si , par Fig. 82. 
les points N, P, nous imaginons les tangentes communes 
aux cercles C, B et aux cercles B, A, ces tangentes se ren- 
contreront eu un point évidemment situé sur la bissectrice 
de l’angle B. De même, la tangente commune en N et la 
tangente commune en Q se rencontreront sur la bissectrice 
de l’angle C. Or, les bissectrices des trois angles du triangle 
ABC se coupent en un point unique O , centre du cercle 
inscrit à ce triangle. Donc les tangentes communes en N, 

P, O ne sont autres que les rayons ON, OP, OQ menés 
aux points de contact du cercle O avec les trois côtés du 
triangle ABC: 

li faut donc , pour résoudre le problème : 

1° Chercher le centre du cercle O inscrit au triangle 
donné; 

2 U Abaisser de ce point O les perpendiculaires ON, OP, 

OQ. On obtiendra ainsi les rayons cherchés AP, BN, CQ. 

Remarque. Si l’on désigne par a, b, c les trois côtés du 
triangle, et par 2 p son périmètre, il résultera, de ce que 
l’on a vu dans le théorème XIII, que 

AP=p— a, BN =p—b, CQ—p—c. 

A- * 
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PROBLÈME XLIL 

Étant donné un point A situé hors d’une circonférence 0, on propose de mener 
par ce point une sécante ABC telle, que la partie AB , comprise entre le 
point A et la circonférence, soit égale à la partie interceptée dans la cir- 
conférence. 

A i * , • . ( , , 

Fig. 83. Menons OB, OC, et prolongeons OB d'une quantité BH 
égale à OB. Les deux triangles ABU, OBG seront égaux 
comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux ; 
donc AH=OB. De là, résulte la construction suivante : 

Du point A comme centre, on décrit une circonférence 
égale à la circonférence donnée; du point O comme centre, 
avec le double du rayon de la circonférence donnée, on dé- 
crit un second arc de cercle, et le point H se trouve à l’inter- 
section de ces deux arcs dç cercle. On mène OH, qui coupe 
la circonférence donnée au point cherché B. ’ 

Discussion. Pour que le problème soit possible, il faut 
qu’on puisse construire le triangle AOH. Par conséquent, 
il faut que AO, distance du point donné au centre de la cir- 
conférence donnée, soit plus petite que la somme des dis- 
tances AH et OH, c’est-à-dire moindre que trois fois le 
rayon de la circonférence donnée ; et que cette distance AO 
soit en même temps plus grande que OH— AH, c’est-à-dire 
plus grande que le rayon delà circonférence donnée. Dans 
ce cas, les deux arcs de cercle décrits des points A et O, 
comme centres, se coupent en deux points H et H', et il 
y a deux droites ABC, AB'C' qui satisfont à la question. 
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THÉORÈME XLIII. 

Décrire, d’un point donné 0, comme centre, une circonférence qui coupe 
une droite donnée XY, de manière que l'un des deux arcs interceptés par i . 
la droite soit capable d’un angle donné • . ’ <, 

Soit OM le cercle demandé, et soit MAN celui des deux Fig. 84. 
segments qui est capable de l’angle donné «. Inscrivons 
dans ce segment un angle quelconque MAN, et joignons 
le centre O aux points M, N, où le cercle coupe la droite. 

L’angle au centre MON étant double de MAN, sera égal à 
2 a. Si donc on abaisse OH perpendiculaire sur XY, l’angle 
MOI1, moitié de MON, sera égal à l’angle donné a. 

De cette analyse résulte évidemment la construction sui- 
vante: 

Du point donné O on abaisse sur la droite donnée une per- 
pendiculaire OII; on fait au point O, avec cette perpendicu- 
laire, un angle MOU égal à l’angle donné a; et du point O 

comme centre, avec OM pour rayon, on décrit une circon- 

' 

férence. 

PROBLÈME XLIV. ’ 

» * . t - ■ % .i /• »\l* f • # ’L ‘ l *’ 

Inscrire , dans un cercle donné 0, une eorde CD/de longueur donnée L, 
qui soit partagée en deux parties égales par une corde donnée AB. 

Soit E le point d’intersection de la corde inconnue CD Fig. 85. 
avec la corde donnée AB. Joignons ce point au centre O 
par la droite OE : elle sera perpendiculaire à CD ; et, con- 
séquemment, la corde CD sera tangente à la circonférence 
qui serait décrite du point O comme centre, avec OE pour 
rayon. Or, deux cordes également éloignées du centre sont 

4 


Digitized by Google 


60 THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

égales. Si donc nous inscrivons dans le cercle O une corde 
quelconque GH égale à L, et si nous décrivons ensuite une 
circonférence concentrique à la première et tangente à GH, 
cette ligne passera par le point cherché E. 

, Remarque. Lorsque le problème sera possible, il ad- 
mettra en général deux solutions. 

•' * ■ * 

PROBLÈME XLV. 

Décrire une circonférence ayant pour centre un point donné I , et qui coupe 
les côtés d’un angle donné BAG, suivant une corde DE parallèle û une 
droite donnée MN. ! 

« _ * 

Fig. 86. Du centre I, abaissons 1F perpendiculaire sur DE : le 
point F sera le milieu de DE. Si actuellement nous menons 
AF, cette médiane, d’après une propriété connue, partagera 
en deux parties égales toute parallèle à la base DE du 
J triangle DAE. En particulier, si l’on prolonge les côtés de 
l’angle donné jusqu’à leur rencontre avec la droite donnée 
MN, le segment GH sera partagé en deux parties égales 
par le prolongement de la médiane. 

On voit donc que pour trouver le point F, il faut : 

1° Prolonger les côtés de l’angle jusqü’à leur rencontre 
en G et en H avec la droite donnée MN ; 2° joindre le mi- 
lieu K de GH avec le sommet A ; 5° enfin abaisser, du centre 
donné, IF perpendiculaire à MN. 

Le point F étant connu, le reste s’achève facilement. 
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PROBLÈME XLVI 


Étant donnés un angle A et un cercle 0, ou propose de mener une droite 
BCPQ qui détermine un triangle ABC aj anl un périmètre donné 2 p , 
et qui intercepte dans le cercle une corde PQ de longueur donnée. 

Ce problème, qui peut être regardé comme une combi- Fig. 87. 
naison -des problèmes XX1I1 et XXXIII, se résout ainsi 
qu’il suit : 

On inscrit, dans la circonférence donnée 0, une corde DE 
égale h L ; du centre 0 ou abaisse 01 perpendiculaire à DE, 
et l’oii décrit la circonférence 01. On prend ensuite, sur les 
deux côtés de l’angle, des distances AM, AN égales à p; 
on élève MO', NO' perpendiculaires sur ces côtés, et on 
décrit le cercle 0' tangent aux deux côtés de l’angle. Enfin, 
on mène aux cercles 0', 01 une tangente commune BCPQ, 
laquelle satisfait h la question. 


Éonslruiro un triangle ABC , connaissant le périmètre îp, un angle A , 
cl la hauteur h abaissée du sommet de cet angle sur le coté opposé. 

Les propriétés démontrées ci-dessus (Théorèmes XII et Fig. 88. 
XIII) fournissent immédiatement la construction suivante : 

Sur les côtés kx, ky de l’angle donné A, prenez 
AE—kV—p; élevez EG, FG, respectivement perpendicu- 
laires à kx, Ay ; du point G, comme centre, avec EG pour 
rayon, tracez une circonférence : elle touchera les côtés de 
l’angle aux points E, G. Du point A, comme centre, avec un 
rayon égal h la hauteur donnée, tracez une circonférence. 

Enfin menez, à ces deux circonférences, une tangente inté- 


PROBLÈME XLYII. 


I 



=.-> » .. 
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rieure DH. Elle roupera les côtés de l'angle donné en deux 
~ points B, C, qui seront les deux derniers sommets du triangle 
demandé. . 

Remarques. 4 ° Le problème admet, en général, une 
seconde solution AB'C\ laquelle ne diffère pas essentielle- 
ment de h première. 

2° Pour que le problème soit possible, il faut que l’on ait 
h<AG— GE. 

3° Si /i = AG — GE. les deux circonférences sont tan- 
gentes; et les deux triangles ABC, AB'C' se confondent en 
un triangle isoscèle. Alors, la hauteur b est un maximum. 

4° Si l’angle A est droit, la figure AEGF devient un 
carré ; et la condition ci-dessus se réduit à 
fc<AG— p. 

' 4 ' • * 

r‘ ' /.*% •>;;* «jî 

PROBLÈME XLVIll. 

A nn triangle donné ABC, circonscrire un triangle équilatéral maximum. 

89. Du problème XXVIII, on conclut la construction suivante : 

Sur les trois côtés du triangle ABC on décrit trois arcs 
capables de g d’angle droit; par le sommet B du plus petit 
des trois angles, on mène une sécante MP terminée aux 
arcs, et parallèle à la ligne des centres de ces arcs. On 
mène les droites PA, MC, lesquelles vont se couper en un 
point N situé sur l’arc AC, et forment ainsi le triangle équi- 
latéral maximum MNP. 

.• 

- -ni .' Si» . :.:•)]{ •,•*! «£::£; C li)'.; viré /f- 

. r * c • ■ 
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PROBLÈME XLIX. 

Quel csl le lieu géométrique des sommets des triangles ayant meme base 

AB et même médiane AM? ' 

Soit ABC l’un quelconque de ces triangles, de manière Fig. 90. 
que M soit le milieu de BC. Si nous menons CO parallèle à 
AM, nous aurons B0=2AB, et 0G==2AM=2L. Le lieu 
est donc une circonférence décrite du point 0 comme cen- 
'tre, avec 2L pour rayon. 

% ■ i 

PROBLÈME L. 

Par un point D, pris sur le côté BC d’un trinuglc donné ABC, on mène une 

transversale quelconque EDF. On trace les circonférences CDE, BDF. 

Quel est le lieu du second point M d’intersection de ces circonférences? 

Joignons le point M aux points B, C, D, et considérons Fui. 91. 
le quadrilatère ABMC. 

L’angle BMC de ce quadrilatère se compose des angles 
BMD, CMD. Or, évidemment 

BMD=BFD, CMD=AEF; 
donc BMC=BFD-t-AEF=2’'— A. 

Ainsi, l’angle BMC est le supplément de l’angle A du 
triangle ABC; et, .conséquemment, le lieu géométrique 
cherché est la circonférence circonscrite au triangle ABC. 

Remarque. 11 est bon d’observer que ce lieu géométrique 
esi indépendant de la position du point donné D. 


|4y * 
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PROBLÈME Ll. 

v • 1 

J Étant donnés un cercle 0 , une droite XY et un point A situé sur eette droite, 

on propose de décrire un autre cercle qui louche celle droite au point A, 
' • et qui coupe le cercle donné sous un angle donné «. 

Fig. 92. Soit OA le cercle demandé. Si au point B, où il coupe le 

cercle donné, on mène les tangeutes BÜ,BE, ces tangentes 
formeront, d’après l’hypothèse, un angle I)BE égal, à a. Si 
donc on inscrit dans le cercle donné C une corde MA qui 
retrauche de ce cercle un arc capable de l’angle « ou de 
son supplément, et qu’on décrive du centre C une circon- 
férence tangente à MN, la tangente inconnue BE touchera 
, cette circonférence CP en un point F, milieu de la corde BE. 

Cela posé, menons le rayon CG perpendiculaire à XY ; 
joignons le point G au point de contact F, et prolongeons 
la eofde GF jusqu’à sa rencontre en II avec XY. Enfin , 
supposons BE prolongée semblablement jusqu’à ce qu’elle 
rencontre XY en un point I. Nous obtiendrons ainsi deux 
triangles FCG, FIH tels, que les angles CGF, CFG du pre- 
mier, auront pour compléments respectifs les angles IHF, 
IFH du second, attendu que CG et CF sont respectivement 
perpendiculaires à IH et 1E. Mais CGF = CFG; donc 
IHF=IFII; donc 1F=1H. 

D’un autre côté, les deux tangentes IA, IB sont égales 
entre elles, comme étant issues d’un même point, donc 
BF=AH. 

Il suffira donc, pour obtenir le point II, de prendre 
AH=MP=jMN. Le point H étant connu, on mènera la 
droite GH, laquelle, par sou intersection avec la circonfé- 
rence CP, donnera le point F; après quoi l’on obtiendra le 
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centre cherché 0 par la combinaison de AO perpendiculaire 
h XY et de OL perpendiculaire au milieu de HF. 

Nous laissons au lecteur le soin de discuter le problème. 


PROBLÈME LU. 

Êlanl donnés deux cercles O et G, avec nn point A pris sur l'un d’eux, ou 
propose d'en décrire un qui passe par ce point et qui coupe les deux cercles 
donnés sous des angles connus a , p. 


Supposons le problème résolu, et soit I le cercle de- Fie. 95. 
mandé. Menons au cercle C la tangente AH , et au cercle 
demandé 1 la tangente AK; ces deux tangentes forme- 
ront, par hypothèse, un angle égal à a. Si donc on mène 
au point A une droite AK faisant avec la tangente AH, qui 
est connue, un angle a, ie problème sera ramené à dé- 
crire un cercle qui touche AK au point A, et qui coupe le 
cercle O sous un angle donné j3 ; c’est le problème qui vient 
d’être résolu. 
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LIVRE III. 


THÉORÈME 1. . 

' • ■ 

Lorsqu’une droite AB est partagée en deux segments AC, BG, proportionnels 
aux nombres b, a; si des points A, B, C on abaisse, sur une droite quel- 
conque XY , des perpendiculaires AA', BB', CC', on a 
(a+A) CC'= a. KK+b. BB'. 

Fig. 94. , Menons la diagonale A'B, qui reucontre CC' en un point 
D. Les triangles semblables BCD, BAA' donneront 
, ‘ CD BC_ o 

AA'^BA o+b ’ 

r d’où (a+6)CD=o. AA'. ' 

De même, les deux triangles semblables A'C'D, A'B'B 
donneront ^ 

CD A/D AG b_. 

BB' A'B = * : AB o+6 ’ 

d’où <a-+A)C'D=&.BB'. 

Ajoutant les deux égalités, on trouve : 

(a+A)CC'==a. AA'+À.BB'. 

Remarques. 4° Lorsque la droite XY nç laisse pas les 
trois points A, B, C d’un même côté, on doit affecter du 
signe -+ les perpendiculaires situées d’un côté de cette 
droite, et du signe — celles qui sont situées de l’autre côté. 
Considérons, par exemple, la figure 95. Nous aurons, 
• - cowifie ci-dessus, 

(a+b) CD=?=fl. AA', 

(«+AjC'D=A. BB'. 
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t # . 

Mais, la perpendiculaire CG', au lieu d’être égale à 
• C'D + CD, est égale à C'D — CD; donc 

(a-f-ù) CC'=ù. BB’ — a. AA'. 

2° Si les deux segments AC, BG, au lieu d’être additifs, 
sont soustractifs, c’est-à-dire si le point C est situé sur le 
prolongement de AB, on aura ^ IG * 96. 

(a—b)CC'=a. AA' — b. BB'. 

En effet, de ^= a , on conclut ^=^r, d’où, par le ' 

-• 

théorème ci-dessus, 

a. AA'=ù. BB' + (a — b) CC'. 

’Ç 1 A; 

THÉORÈME II. 

Étant donné un système de points A, B, C..., on peut tonjours déterminer un 
point tel, que sa distance à une droite quelconque XY soit égale à la 
moyenne arithmétique entre les distances à la même droite , des points 
A, B, C... 

D’après le théorème I, la proposition est Yraic dans le 
cas où le nombre des points A, B, C..., se réduit à deux. Fig. 97. 
Supposons donc que cette proposition ait été démontrée 
pour le cas de «point A, B, C, D, E, et vérifions qu’elle a 
encore lieu si l’on considère (n+1) points A, B, C, D, E, F. 

Soit I le centre des moyennes distances des points A, B, 

G, D, E; nous aurons 

n.II'=AA'-+-BB'+CC'+DD'+ EE'. 

Menons la droite IF, et partageons cette droite en deux 
segments 10, OF, proportionnels aux nombres 1 , « ; nous 
aurons, par le théorème I : 

(«H- 1) 00' = ». U'-l- FF'. 

Donc 00'=;, [AA '+ BB'-t- CG'+ DD'+ EE'+FF ']. 
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* » 

Remarques. 1° Pour obtenir le centre des moyennes dis- 
tances d’un système do points A, B, C, D,... il suffit, évi- • 
déminent, d’appliquer la règle suivante : 

Menez la droite AB, et divise* cette droite en deux par- 
Fig. 97. lies égales AM, MB; menez la droite MG, et divisez cette 
droite en deux parties MN, NC, proportionnelles aux nom- 
bres 1,2; menez la droite ND, et divisez cette droite en deux 
- parties 1^'P, I‘D, proportionnelles aux nombres 1, o; etc. Le 
dernier point de division 0, sera le centre des moyennes di- 
stances cherché. • V jfe 

2° Tout système de points a un centre des moyennes , 
distances. 

5° Un système de points ne peut avoir qu’nn seul centre 
des moyennes distances. 

• En effet, s’il en avait deux, ces deux centres seraient 
également distants d’une 1 droite quelconque; ce qui est 
absurde. 

4° Si une droite XY est située de manière que la somme 
algébrique de ses distances à des points A, B, C, D... soit 
nulle, cette droite contient le centre des moyennes distances 
du système de ces points. 

N De cette dernière proposition, dont la vérité est évidente, 
oq déduit les conclusions suivantes : . 

5° Le centre des moyennes distances d'un triangle est 
le point d’ intersection des trois médianes. 

6° Le centre des moyennes distances d’un quadrilatère 
est le point de rencontre des droites qui joignent les milieux 
des côtés opposés. 

7° Le centre des moyennes distances des sommets d’un 
polygone régulier, est le centre de figure de ce polygone. 
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THÉORÈME 111. 

La somme des carrés des distances de n points A, B, C... à un point quel- 
conque S, est égale à la somme des carrés des distances des mêmes points 
à leur centre O, augmentée de n fois le carré de. SO. 

. Projetons les points A, B, C,... sur la droite SO, et nous Fw. 98. 
obtiendrons, dans les différents triangles ÀOS, BOS, 

COS,...: . 

ÂsLâT»4-0S+20S. A'O, 

BS=BO+ÔS— 20S. B'O, 

• .*• csLcü+ôs— 2os. C'o, 


d’où ÀS+BS+ CS+ . . .— AüVbôV CO+ OS* 

+20S(A'0— B'O— C'0+...). 

Or, il est évident que le point O, centre des moyennes 
distances des points A, B, C,... est aussi le centre des. 
points A', B', C',... projections des premiers points. Donc 
la somme algébrique des distances A'O, B'O, C'O,... est 
nulle ; et l’égalité précédente se réduit à 

AS-f-BS 4-CS+ . . . .=AO + BÔ V . . .. -H tf. OS. 

Remarque. Cette égalité donne 

AS-hBS+CS+... <AO+BO+CO-+-... 
Conséquemment , la somme des carrés (les distances d'un 
point S à des points donnés À, B, C..., est un minimum, 
quand ce point S se confond avec le centre O. 
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THÉORÈME IV. 

Le lien géométrique des points tels que la somme des carrés des dislances de 
chacun d’eux à des points donnés A, B, C... soit constante, est une circon- 
férence qui a pour centre le centre 0 des moyennes distances des points 
A,B,C... 

Fig. 98. Soit S l’un des points du lieu, et soit l la constante don- 
née. L’égalité précédente donnera , • . . . 

f ,= AO-4-BO-l-....-f- h.OS ; 
ou bien, OS=i[p— ÂÔ— BÔ— CÔ— ...J; 

c’est-à-dire que la distance OS est constante : le lieu est 
donc une circonférence ayant pour centre le point 0. 

Remarques. 1° Pour que la circonférence existe réelle- 
ment, il faut que l’on ait 

(*> Â5+B0+CÔ+..*.. 

2° Si AO+BO-+- C0+ . . . , la circonférence se réduit 

à son centre 0. • 

THÉORÈME V. 

Les droites qui joignent les sommets homologues de deux polygones P, F, 
semblables et semblablement ou inversement situés, se coupent en un 
mempoin 

• * 

Fig. 99. Soient AB, BC deux côtés consécutifs du polygone P, 

et A'B\ B'C' les côtés correspondants du polygone P’. Soit 
0 le point de rencontre des droites AA', BB' : il s’agit de 
démontrer que la droite CC' passe par le point 0. 

Les triangles semblables OAB, OA 'B' donnent 

AD no . .. . AB— A'B' JB' 

AB B'O ’ Q , AB BO * 
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Appelons 0' le point de rencontre des droites BB', CG' ; 
nous aurons, de la même manière, 

BC-BC' BIT 

bT; bo" 

Mais, les polygones P, P' étant semblables, on a 

AB BC . ,, . AB— VB' BC — B'C' 

À'B'~ B'C ’ Q0U AB **■ BC * 

Les proportions ci-dessus ont donc un rapport commun. 
Conséquemment, 

W=i?; d’oùBO=BO". ' 

Ainsi, le pointO' coïncide avec le point 0. 

Remarques. 1° On appelle, en général, centre de simili- 
tude de deux lignes, un point situé de la même manière par 
rapport h chacune d’elles. En adoptant cette définition, on 
voit que le point 0 est le centre de similitude des poly- 
gones P, P'. 

2° Le centre de similitude est externe lorsque les deux 
figures sont directement semblables ; il est interne dans le 
cas contraire. ‘ . 

5° Deux figures semblables et semblablement placées 
peuvent avoir à la fois deux centres de similitude. Exem- 
ple : deux circonférences. - • 


THÉORÈME VL 

Deux polygones semblables ont un centre de similitude. 

AB, A'B' étant deux côtés homologues, soitC leur point Fig. 100. 
de concours. Par les trois points A, A', C, faisons passer 
une circonférence; puis, par les trois points B. B', C, fai- 
sons passer une autre circonférence. Ces deux lignes, qui se 
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coupent eu C, se couperont en un autre point O; et ce point 
sera le centre de similitude des deux polygones. 

En effet, dans le quadrilatère inscrit OACÀ', les angles 
A, A' sont supplémentaires; donc OAB=OA'B'.De même. 
OBA=OB'A\ Conséquemment, les triangles OAB, OA 'B 
sont semblables , et le point O est situé de la même ma- 
nière relativement aux côtés AB, A'B'. C’est ce qu’il fallait 
démontrer. ' • 

» * . ’ 

THÉORÈME Vil. 

• *• . • 

Les Centres de similitude de trois polygones P, P', F' semblables 
et semblablement placés, sont en ligne droite. 

•» • , • ’ 

Soit X le point du polygone P', homologue du centre de 

similitude 0' de P, P". La droite O'X, qui unit deux points 
homologues de P, P', doit passer par 0", centre de simi- 
litude de ces deux polygones. Cette même droite, qui unit 
deux points homologues de P', P", doit passer par leur 
centre 0. Les quatre points 0, 0’, 0", X, sont donc en 
ligne droite. * • 

Remarques. 1° La droite qui passe par les centres de si- 
militude de trois figures semblables et semblablement pla- 
cées, s’appelle axe de similitude. 

2° Trois circonférences ont en général six centres de 
similitude, lesquels sont situés trois à trois sur quatre axes 
de similitude.* 
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THÉORÈME VIII. 

" ' . . * < 

Tonte [transversale A’BT' détermine, sut les côtés d’un triangle ABC, six 
segments tels, que le produit de trois segments qui n’ont pas d’exlréiniles 
communes, est égal au produit des trois autres. 

Menons par le sommet C, la droite CD parallèle à la Fig 401. 
transversale; nous aurons 

PG' ag cv j B A' 

CB' AB! ’ 1)0 BC 

Ces deux proportions donnent 

CA' AG ,BA' 

CB ' AB ’ BC' ' * 

ou • AB'.CA'.BC'=BA\CB\AC'. 

Remarques., l°Pour exprimer la relation précédente, on 
dit que les six segments sont en involution. 

2° La réciproque du théorème est vraie ; c’est-à-dire que 
si trois points, pris sur les côtés d’un triangle, déterminent 
six segments en involution, ces trois points sont en ligne 
droite. On démontre aisément cette réciproque, à l’aide de 
la réduction à l'absurde. 


• THÉORÈME IX. 

Trois droites AA r , BB' CC', issues des trois sommets d’un triangle , et cou- 
courant en un même point ü, déterminent, sur les côtés d’un triangle, six 
segments en involution. ' 


Le triangle ACC' et la transversale BOB' donnent, par Fig. 402. 
le théorème précédent : 

AB'. CO. BC'=AB.OC'.GB'. 
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Le triangle BCC' et la transversale AOA' donnent, en 
vertu du même théorème, 

AB.OC'.CA'=BA'.CO.AC\ 

En multipliant membre à membre ces deux égalités , on v 
obtient 

AB.CA'.BC'=BA'.CB'.AÇ'. 

Remarques. 1° La réciproque de ce théorème est vraie. 

2° On conclut, de cette réciproque , que les trois médianes 
d'un triangle se coupent en Un même point, et qu’il en est de 
même pour les trois bissectrice $, pour les trois hauteurs. 
pour les droites qui joignent les sommets aux points de con- 
tact des côtés opposés avec le cercle inscrit , etc. 

» • r' 

THÉORÈME X. 

■ . $■ 

Si Ton considère, sur les côtés du triangle ayant pour sommets les centres 
' . C,C',C" de trois circonférences, les trois centres de similitude internes I, 

I', 1" et les trois centres de similitude externes E, E', E" : 1° les trois 
centres internes sont en involulion ; 2° deux centres internes et un centre 
externe sont en Involution. 

Fig. 103. On sait que le centre I' de similitude interne de deux cir- 
conférences divise la ligne des centres CC' en deux seg- 
ments additifs Cï", CT, proportionnels aUx rayons R, R' 
de ces deux circonférences. 

Semblablement, le centre de similitude externe E" par- 
tage la droite CG' en deux segments soustractifs CE", C'E" 
proportionnels à R, R'. 

Cela posé, il faut démontrer : 

1° que CI". C'I. CT'=CI'.C"I.CT"; 

2° que CE". C'I. CT=CI'. C'T. C'E". 
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Or, ces deux relations deviennent évidentes si l’on mul- 
tiplie terme à terme les proportions jfit 

CI' r ci__ir cr u*. 

CT R' ’ C'I R” CI R ’ 

ou si l’on multiplie celles-ci : 

CE* R (TI R' CT R' 

CE' R'» C'I R*’ CI' — R - 

On voit donc : l°que les droites CI, Cl', CT concourent 
en un même point P; 2° que les points I, I', E" sont en ligne 
droite. ■ 

On démontrerait de la même manière que les points I, I", 

E' sont en ligne droite, ainsi que les points I', I", E. 

Remarques. 1° On dit qu’une droite AB est partagée har- Fio. 104. 
moniquemenl aux points C, D, lorsque les deux segments 
additifs AC,BC sont proportionnels aux deux segments sous- 
tractifs AD, BD; c’est-à-dire, lorsque l’on a 

AC AD 

BC BD' ' 

2° Les points C , D sont dits conjugués harmoniques. Il 
en est de même des points A, B, parce que la droite CD 
est partagée harmoniquement en ces deux points. 

5° En adoptant ces définitions, on conclut que les bissec- 
trices de l’angle d’un triangle partagent harmoniquemeut le 
côté opposé; et que les centres de similitude de deux circon- 
férences partagent harmoniquement la distance des centres. 

4° Plus généralement, d’après les théorèmes VIII et IX, Fig. 105. 
si l’on joint les sommets d’un triangle à un point O par les 
transversales AA',BB',CC r , et que l’on mène ensuite la 
transversale B'A'C", les points C', C’ partageront harmoni- 
quement la base AB. 

5° Cette remarque donne le moyen de construire, avec la 
règle seulement, le conjugué harmonique C" d’un point C'. 


66 


THÉORÈMES ET PROBLÈMES 


THÉORÈME XL 

‘v * 

Si les côtés d’an polygone quelconque sont coupés par une transversale , le 
produit des segments qui n'ont pas d’extrémités communes sera égal aux 
p.'oliiU des autres segments. 

Fig. 106. Soit ABC..: uft polygone, dont les côtés sont coupés en 
M, N, P.... par la transversale MQ. Il s’agit de démontrer 
que 

am.bn.gp.dq.er.fs=as.bm. CN.DP.EQ.FR. 
Décomposons le polygone en triangles, au moyen des 
diagonales BD, BE, BF. Nous aurons : 

• . AM.BX. FS=AS.BM.FX; . , 

BY. EU. FX=BX. EY . FR ; 

BZ. DQ.EY=BY.EQ.DZ; 

. BN.CP.DZ=BZ.DP.CN. 

Multipliant membre à membre', et supprimant les facteurs 
éommüns, on obtient la relation ci-dessus. 

THÉORÈME XII, 

- • \ 

Si, par un point pris dans le plan d’un polygone quelconque d’un nombre 
impair de côtés, on mène à chaque sommei une droite qui partage le 
eôté opposé en deux segments , lé produit des segmenta qui n'ont pas d’ex- 
trémités communes sera égal au produit des autres segmenta. 

Ce théorème se démontre à peu près comme celui qui pré-, 
cède. . 
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THÉORÈME XIII. 

Toute parallèle à l'un des rayons d’un faisceau harmonique est partagée 
en deux parties égales parles trois autres. 


= A °.g!. Mais g. 


BC 


Lorsque après avoir partagé harmoniquement une droite 
AB aux points C, D, on joint les points A, B, G, D avec un Fig. 107. 
point quelconque O, les quatre droites OA, OB, OC, OD 
forment ce qu’on appelle un faisceau harmonique. 

Cette définition étant admise, menons, par le point B, MN 
parallèle à OA;' nous aurons 

BM=> AO; 5g, E 

donc BM==BN. 

Réciproque. Si par le sommet d'un triangle on mène une 
médiane et la parallèle à la base correspondante, ces deux 
droites sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux 
autres côtés du triangle. 

THÉORÈME XIV. 

Si Ion mèrte, dans un faisceau harmonique, une transversale quelconque, 
elle est coupée harmoniquement par les quatre rayons. 

Ce théorème est évident par celui qui précède. 

THÉORÈME XV. 

Si les droites qui joignent les sommets correspondants de deux triangles K 
coupent en un même point, les points de concours des côtés opposés sont 
en ligne droite. ■ • 

. * / 

Soient ABC, A'B'C' les deux triangles, et suit Ole point Fig. 108. 
de concours des droites qui joignent les sommets corres- 
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pondants. Il faut démontrer que les points M, N, P, où se 
coupent les côtés respectivement opposés h ces sommets, 
. sont en ligne droite. 

Le triangleOAB et la transversale A'B'P' donnent, par 
le théorème YIII : 

OA'. AP. BB'=OB'. BP. AA'. 

Le triangle OBC et la transversale B'C'M donnent sein* 
blahlement, 

OB'. BM. CG '-—OC'. CM. BB'. 

Enfin, le triangle ABC et la transversale A'C'N : 

OC'. CN. AA'^=OA'. AN. CC'. 

Multipliant ces égalités membre à membre, on obtient : 

- AP. BM. CN=BP. CM. AN. 

Donc les points M, N, P sont en ligne droite, 

Remarques. 1° La réciproque de ce théorème est vraie. 

2° Les triangles ABC, A'B'C' sont dits homologiques ; 
O est un centre d’homologie; PMN est ui) axe d’homo- 
logie. 

THÉORÈME XVI. 

Dans tout quadrilatère complet, chaque diagonale est partagée 
harmoniquement par les deux autres. 

Fig. 109. Soit ABCD un quadrilatère, dont les trois diagonales sont 
AC, BD, EF. Pour démontrer que la diagonale EF, par 
exemple, est partagée harmoniquement aux points G, H par 
les prolongements des deux autres diagonales, il suffit d’ob- 
server que, dans le triangle AEF, AH, DE, FB sont trois 
transversales menées des sommets ù un même point C. 
Donc, d’après la quatrième remarque du théorème X, DBG 
et ACH partagent harmoniquement EF. 
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De même, dans le triangle ABD, CB, CA, CD sont trois 
transversales issues d’un même point C; donc la base BD 
est partagée^iarmoniquement par les droites CA , EF, aux 
points I , G. 

Enfin , dans le triangle ABC , DA , DB, DC sont trois 
transversales issues d’un même point; donc la base AC 
est partagée harmoniquement par la tranversale DB et par 
la droite EF. ' - 

THÉORÈME XVII. 

Si d’un point A, pris dans le plan d’un angle yOx, on mène des transversales 
AB, AB', AB".... les points de concours D, D', D"... des quadrilatères 
B(7, B'C",... sont situés sur une même droite passant par le sommet 0 de 
l’angle. 

D’après le théorème précédent, la diagonale B'C est par- Fig. 110. 
tagée harmoniquement aux points D, E; donc OA, Oy, OD, 

Ox forment un faisceau harmonique. R en est de même pour 
OA, Oj/,OD', Ox. Donc les droites OD, OD' coïncident. 

Ce qui démontre la proposition. . 

Remarques > 1° Si le point' A se déplace sur OA, la droite 
OD ne change pas. Si au contraire OA se déplace, OD tourne ' 
autour du point 0. C’est ce qu’oil exprime en disant que ie 
point A est le pôle de la droite OD, laquelle est appelée 
polaire du point A. De même, le pointD est un pôle de OA, 
laquelle est la polaire de ce point. 

2° Dans un faisceau harmonique, tout pôle de l’un des 
rayons est un pôle du rayon conjugué, relativement à l’angle 
formé par les deux autres rayons. 
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THÉORÈME XVIII. 

• . • *»» * 

Dans tout quadrilatère complet ABCD, Ics v milieux M, H, P des trois diagonales 
, AC, BD, EP sont en ligne droite. 

Fig. HI. Menons les droites FM, FN, et prolongeons chacune de 
ces lignes d’une quantité égale à elle-même ; nous obtien- 
drons lespoiutsG,H; et, pour démontrer que les points P, 
M,N sont sur une même droite, il suffira, évidemment, de 
faire voir que EGH est une ligne droite. Or, le triangle 
ADF et la transversale EBG donnent 

AB. FG . DE=AE. DC. FB. 

D'ailleurs, à cause des parallélogrammes AFCG, BFDH, 
ÀFDI, on a 

AB=III, FC— AG, DC=GI, FB=DH. 

La relation précédente devient donc 

IH. AG. DE=*=AE. GI. DH; 

c’est-à-dire que les trois points E, G, H sont sur uue même 
droite. ■ 

Remarque. Les points M,N,P étant les milieux respec- 
tifs des droites AC, BD, EF, il s’ensuit que la droite MNP 
est m» ave des moyennes distances relativement aux six 
points A, B, G, D, E,F. 

THÉORÈME XIX. 

Deux pointa réciproques quelconque! C, D partagent harmoniquement 
le diamètre AB qui les contient. 

Fig. 112. Deux points C, D, situés sur un diamètre AB, et d’un 
même côté par rapport au centre 0, sont dits réciproques, 


# 
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lorsque le rectangle de leurs distances au centre est équiva- 
lent au carré du rayon ; c’est-à-dire lorsque l’on a 

oc. od=ôb! 

Il est évident, d’après cette définition, que si le point C est 
intérieur au cercle, son conjugué D sera extérieur. 

Cela posé, il s’agit de démontrer la proportion 

AC_ AD. 

BC" ’BD’ . ' 

... „ 

ou, ce qui est la même chose, la proportion 

BO-t-OC OD+BO 

BO-OC - OD— BO' ' . 

Or, celle-ci équivaut à la suivante : 
bo op 

OC BO » -, 

laquelle donne OC.OD=OB. 


THÉORÈME XX. 

Les dislances d’un point quelconque M d’nnc circonférence, à deux points 
réciproques G , D, sont dans un rapport constant. 

w , * J 

• . , 

Les droites MA, MC, MB, MD forment un faisceau har- Fig. 113. 
monique , dans lequel les deux rayons conjugués MA, MB 
sont perpendiculaires entre eux. Doue, d’après le théo- 
rème XIII, ces droites sont les bissectrices des angles for- 
més par MC, MD. On a donc 

MC BC ' .4 ... 

MD BD' '£■■■' 






Æ 


A 

A 


„vn 
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THEOREME XXI. 

. \ 

Le sommet D d'un angle circonscrit EDF a pour polaire la corde 
de contact EF. 

Fig. 114. Onappelle -polaire d’un point D, par rapport à un cercleO, 
la perpendiculaire au diamètre OD, menée par le conjugué 
du point D. Réciproquement, D est le pôle de cette per- 
pendiculaire. Cette définition étant admise, le théorème 
énoncé consiste en ce que le point C, où EF coupe OD, est 
le conjugué du point D. 

Or, cette proposition devient évidente si l’on mène le 
rayon OE : car ce rayon est moyen proportionnel entre l’hy- 
potcnusc OD et le segment OC. 


THEOREME XXII. 

Le pôle N de toute droite GH passant par un point G est sur la polaire EF 
de ce point. 

Le pôle de la droite GH est situé sur OM perpendicu- 
laire à GII. Il faut donc, pour démontrer le théorème, faire 
Fig. 115. voir que le point N, où les droites OM, EF se coupent, est 
conjugué du point M. Or, les deux triangles rectangles 
OMC, ODN, évidemment semblables, donnent 

d’où OM. ON=OC. OD. 

Mais, les points C, D étant réciproques, on a 
OC.OD=OB; 


doue aussi 


OM.ON’=OB. 
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THÉORÈME XXIII. 

La polaire de tout point pris sur une droite passe par le pôle 
de cette droite. 

Cette proposition, réciproque évidente de celle qui pré- 
cède , donne lieu à la propriété remarquable que voici : 

Si, par différents points C, C', pris sur une droite Fig. 116. 
AB, on mène des tangentes à une circonférence O, les cordes 
de contact DE, D'E',.. passait toutes par un même point P. 

• * 1 * *aJv ■! .* * ?* 

THÉORÈME XXIV. 

* , ^ 

Toute corde FG , menée par un point P, est divisée harmoniquement 
par ce point et par sa polaire BC. 

, . 4. .a T/ ’W. ' .ôjÿMr 

Les points A, P étant réciproques, on a (Théorème XX) 

AF AG AF PF 

PF PG’ 011 AG — PG - 

Cette proportion exprime que AP est la bissectrice de Fig. 117. 
l’angle FAG. Et comme BC est perpendiculaire h AP, les 
quatre droites AP, AB, AF, AG forment un faisceau har- 
monique. 

THEOREME XXV. 

• * - 

Dans tout quadrilatère inscrit ABCD, le point de rencontre I des diagonales 
AC, BD, et les points de concours P, Q des côtés opposés , forment un 
triangle dont chaque sommet est le pôle du côté opposé. 

Menons la droite PQ : cette droite formera, avec PA, Fig. 118. 
PD, PI, un faisceau harmonique (Théorème XVI) ; donc la 
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corde AD est partagée harmoniquement aux points Q, E ; et, 
par la même raison, la corde CB est partagée harmonique- 
ment aux points Q, F. D’après le théorème précédent, les 
points E, F, conjugués harmoniques du point Q, appartien- 
dront à la polaire de ce point. Cette polaire est donc PI. 

De même, la droite QI aura pour pôle le point P. . 

Quant à la droite PQ, elle a évidemment pour pôle le 
point I, intersection de QI polaire de P, et de PI polaire 
de Q. 

Remarque. Si les droites AD, BC tournent autour du 
point Q, les points I, P se déplaceront, mais la droite PI res- 
tera constante, attendu qu’elle est la polaire du point Q. 
On conclut de cette remarque le moyen de construire, à 
l’aide de la règle, la polaire d'un point. 

THÉORÈME XXVI. 

Dans tout quadrilatère complet circonscrit ABCD, chacune des diagonales 
est la polaire du point d'intersection des deux autres. 

H9. Soient G,H,I,K, les points de contact des côtés du qua- 
drilatère avec la circonférence inscrite. Construisons le qua- 
drilatère complet ayant pour sommets ces quatre points. 

D’après le théorème précédent, la droite MN, qui joint 
le point de rencontre des diagonales CI, KH avec le point 
de concours des côtés opposés 1IL, KG, est la polaire du 
point L où se coupent les côtés' opposés GH, 1K. Mais, d'un 
autre côté, les sommets B, D du quadrilatère circonscrit sont 
les pôles des cordes de contact GH, 1K (Théorème XXI); 
donc la diagonale BD est la polaire du point L; c’est-à- 
dire que les quatre points B, D, N, M sont en ligne droite. 
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Pour la même raison, les quatre points A, C, L, N sont 
en ligne droite; et il en est de même pour les quatre pointe 
E, F, L, M. 

Il est évident, en outre, que les points où ces droites se 
coupent deux ù deux, sont les points L, N, M. Donc le 
point L, intersection des diagonales AC, EF, a pour polaire 
la diagonale BD; etc. .. 

THÉORÈME XXVII. 

Si deux quadrilatères sont l’un inscrit et l’autre circonscrit à un même cercle, 
de manière que les sommets du premier soient les poiuls de contact des 
côtés du second : 1° les points de concours des côtés opposés de ces qua- 
drilatères sont situés sur une même droite; 2° les diagonales du qua- 
drilatère inscrit et celles du quadrilatère circonscrit se coupent en un 
même point, pôle de cette droite; 3“ les points de concours des côtés 
opposés du quadrilatère inscrit sont situés sur les diagonales du quadri- 
latère circonscrit. 

e • 1 \ * 

La démonstration de ce théorème est évidemment ren- 
fermée dans celle qui précède. . • 

% ' ' , 

, • *\ ; 

THÉORÈME XXVIII. 

Bans tout hexagone ABCDEF inscrit au cercle, les points de concours 1, G, H 
des côtés opposés pris deux à deux, sont tous les trois en ligne droite. 

Ce théorème, l’un des plus féconds de toute la Géométrie, Fig. 120. 
est dû à Pascal. Il se démontre facilement comme il suit : 

Prolongeons les côtés de deux en deux jusqu’à ce qu’ils 
se rencontrent aux points L, M, N. Nous aurons, par la pro- 
priété des droites qui se coupent hors d’un cercle, 

LA. LF=LB. LC. MC. MB=MD.MË, NE.ND=NF.NA. 
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D’un autre côté, nous aurons, à cause du triangle LMN, 
coupé par les transversales AG, DI, FH : 

LB. MG. NÀ = MB. NG. LA, MD. NI. LC=ND. LL MC, 
ME. NF. LII = NE. LF. MH. 

Multipliant ces six égalités membre à membre, et suppri- 
mant les facteurs communs, il nous vient : 

. MG. NI. LH=NG. LI. MII. 

Donc les trois points G, II, I sont sur une même droite. 


• • • . t t 4 * 

THÉORÈME XXIX. 

Dans tout hexagone abcdef circonscrit an cercle, les diagonales menées 
par les sommets opposés, pris deux à denx, se coupent en un même 
point. 

121. Si l'on mène les cordes de contact AB, BC,... on con- 
struira un hexagone inscrit ABCDEF. Les côtés de cet 
hexagone auront pour pôles les sommets correspondants 
de l’hexagone circonscrit. Si l’on mène be, le pôle de cette 
-droite devra se trouver sur la polaire de b et sur la polaire 
de e ; donc il sera en G. De même les pôles des deux 
autres diagonales ad, cf, seront les points I, H. Donc» 
puisque les points G, I, H sont en ligue droite , leurs po- 
laires concourent en un même point P. 

Remarque. Ce dernier théorème, découvert parM. Brian- 
chon, donne lieu, ainsi que le théorème de Pascal, à un 
très-grand nombre de conséquences remarquables, que nous 
ne pouvons indiquer ici. Nous nous bornerons à énoncer 
le théorème suivant : 
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THÉORÈME XXX. 

> * 4 F 

Dans tout triangle inscrit, les points de concours des cotés avec les tangentes 
aux sommets opposés, sont situés sur une même droite. 


THÉORÈME XXXI. 


Le lieu géométrique des points M d’égale puissance par rapport à deux 
circonférences O, O', est une perpendiculaire MN à la ligne des centres. 


On appelle puissance d’un point par rapport à une cir- 
conférence, le rectangle constant des segments additifs ou 
soustractifs que forme ce point sur toute corde qui le con- 
tient. 

D’après cette définition, il est évident : 1° que la ligne 
cherchée se confond avec le lieu des points d’où l’on peut Fw. 122. 
mener aux deux circonférences des tangentes MT, MT', 
égales entre elles; 2° que si les circonférences sont tan- 
gentes ou sécantes, le lieu géométrique dont il s’agit sera 
la tangente commune ou la corde commune. Considérons 
donc le cas où les circonférences seraient extérieures ou 
intérieures. 

Abaissons MP perpendiculaire à 00', et menons MO, 

MO'. Nous aurons, 

MT=ÔM— OT, MP = MO 7 — (FT\ Fie. 122. 

d’où, il cause de MT=MT', et en appelant R, R' les doux 




rayons : 

Or, 

donc 



OM— R*=MÔ 7 — R'*. 
ÔM=ÔP+ MP Ô 7 M=(7P+ MT* 
0P-— R*— CFP — R n . 
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Cette égalité donne OP — OT=R* — R'*, 

* puis (OP+O'P) (OP — 0'P)=(R + R')(R— R'); 

ou encore, à cause de ÔP+OT=O0\ 

OP Am- ^R+R') (R-R') 

00 ' 

Ainsi, la position du point P est indépendante de celle 
du point M ; c’est-à-dire que tous les points du lieu cher- 
ché out même projection sur 00'; ou que ce lieu est pré- 
cisément la perpendiculaire MP. 

Remarques. 1° La droite MN est appelée .axe radical 
des circonférences 0, 0'. 

2° D’après la valeur trouvée pour OP— OP', on voit que 
si R est plus grand que R', OP sera plus grand que O'P. 
Ainsi l’axe radical est plus près du centre de la petite cir- 
conférence que du centre de la grande. 

3® De ÔP— R*=ÔtLr'*, on déduit • , 

(OP+R) (OP — R)=(0'P-+-R') (O'P— R'), 
ou encore (OP-+-R). AP=(0'P+R') AT. 

Nous avons supposé R> R', d’où nous avons conclu 
0P>0'P. 11 faudra donc, par compensation, que AP soit 
moindre que AT. C’est-à-dire que l'axe radical est plus 
près de la grande circonférence que de la petite. 

THÉORÈME XXXII. 

Les axes radicaux de trois circonférences, considérées deux à deux, 
se coupent en un même point. 

Les axes radicaux MN, M'N' se coupent en un point C 
tel, que si l’on mène de ce point les tangentes CT, CT', 
Fig. 125. CT", on aura, eu même temps, CT'=CT" et CT" = CT. 
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Donc CT'=CT; donc le point C est situé sur l’axe radi- 
cal M"N". 

Remarque. 1° Le point G est le centre radical des trois 
circonférences. 

2° Si trois circonférences se confient deux à deux, les 
trois cordes communes se coupent en un même point ; si 
trois circonférences se touchent deux à deux, les trois tan- 
gentes communes se coupent en un même point; etc. 

3° Pour obtenir l’axe radical de deux circonférences C, G' 
qui n’ont aucun point commun, il suffit de les couper par 
une circonférence auxiliaire C", puis d’abaisser, par le point 
de rencontre des deux cordes communes, une perpendicu- 
laire sur la droite qui joint les centres des circonférences 
C, C'. . . 


THÉORÈME XXXIII. 


i l’on joint les sommets A, B, C d’un triangle à un point intérieur 0, par 

,ov , qm , oc' . 


les droites AOA', BOB', COC', on aura 1 


Les triangles BAC, BOC, qui ont même base BG, sont pi G- 124 . 
entre eux comme leurs hauteurs, ou, ainsi qu’il est aisé de 
le voir, comme les droites AA', OA'. On a donc 


De même 


AOC _ 
ABC : 


BOC A' 

BAC AA'* 
OB’ AOB_ 
= BB’ * A CB “ 


OC 

■ ctr 


Ces proportions donnent 
OA' . OB 
AA' 


^ OC' BOC-f-AOCH- AOB 


BD’ ^ CC 


ABC 


: 1 . 


« 


W 
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THEOREME XXXIV. 

Si trou droites, aboutissant en nn même point 0, sont coupées 
par deux transversales ABC , A'B'C', on aura 

AH OC OA _AC^ 01» 

AH» • OC' B'C' ’ OA' — A'C' • OB'’ 


125. Prolongeons les transversales jusqu’à leur rencontre en 
M; le triangle AA'M et la tranversale BB'O nous donne- 
ront, par le théorème VIII : 

AO. A'B'. MB=AB. A'O. MB'. 

Le même triangle, et la transversale CG' donneront : 

AC. A'O. MC'=AO. A'C'. MC. 

En multipliant membre à membre ces deux égalités, et 
supprimant les facteurs communs, nous obtiendrons 


ou 


A'B'. MB. AC. MC'=AB. MB'. A'C'. MC, 

MB AC MC JB ,,, 

MB" A'C' MC' * A’B'" 

Maintenant, le théorème VIII, appliqué aux deux triangles 
OBC, OB'C', respectivement coupés par les transversales 
MB'C', MBC, donne 

MB'. CC'. OB=MC'. BB'. OC, 

MB. CC'. OB'=MC. BB'. OC'; , • 

,, , M1V JOB MC OC /C) . 

d 0U MB ' OB MC OC" 

Nous obtiendrons donc, par la combinaison des rela- 
tions (I) et (2) : 

AC OB AJt OC JC OA 

AC • OB A'B" OC' BC* OA' ’ 

à cause de la symétrie. 

■BT- > ‘ * * 


4 
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THÉORÈME XXXV, 

Si les côtés d'un triangle ABC coupent une circonférence O , de manière qu'il y 
ail sur ehaque côté deux segments déterminés par un sommet et la courbe, 
le produit des six segments obtenus en faisant le tour de la ligure dans uu 
sens , sera égal au produit obtenu eu faisant le tour eu seus contraire. 

On a, par la propriété des sécautes qui se coupent hors 
d'un cercle : 

AP.AP=AN.AN',BM.BM'— BP.BP', CN.CN — CM.CM'; Fie. 120. 
d'où 

AP. AP'.BM. B.U\ CN. CN'= AN. AJN'. CM. CM'. BP.BP'. 

Remarque. Ce théorème, dû à Caruol, subsiste, connue 
ceux de Pascal et de Brianchon, quand on remplace la cir- 
conférence O par une liljne quelconque du second degré. Il 
est vrai , en particulier, dans le cas où cette circonférence 
serait remplacée par le système de deux droites DE, FG. Fig. 127. 

* « 1* « i*. .‘^li «lio «• 

THÉORÈME XXXVf. 

lin quadrilatère ABCD étant inscrit à une circonférence 0 ; si l’on mène une 
transversale XV qui rencontre la eourbe en deux points, et les côtés du 
quadrilatère en quatre points, ces six points sont en involulion : les points ' 
conjugués sont situés sW la circonférence et sur les côtés opposés du qua- 
drilatère. 

Avant de passer à la démonstration de ce théorème, rap- 
pelons quelques définitions : 

1° Lorsqu’une droite AB est partagée aux points G, D, 
en trois segments AC, CD, BD, on donne le nom de rap- Fig , 128 
port anharmoniqile à celui qui existe entre le rectangle des 
segments extrêmes et le rectangle de la droite entière par le 


P THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

a . * * , 

segment moyen; c’est-à-dire que le rapport anharmonique 
des quatre points A, B, C, D est égal à 

129. 2° Lorsque six points A, B, C, A', B', C' situés sur une 
droite, sont tels que le rapport anharmonique de quatre 
d'entre eux est égal au rapport anharmonique de leurs con- 
jugués ou à l’inverse de celui-ci, on dit que ces six points 
sont en involution. 

5° Cette dernière dénomination a été adoptée, parce que 
. si L’ona , ’ . - 

AB.BC' _ A'B'.BG 

AB'.BC A B.B C ’ . 

on aura aussi, comme on peut le démontrer., 

ÀB.eÀ\B'e'=A*B'.Ç*À.BC, •' 

relation analogue à celles que nous avons considérées ci- 
dessus (théorèmes VIII, IX, etc.). 

. Cela posé, prolongeons les côtés opposés AB, CD jus- 

130. qu’à ce qu’ils se rencontrent en E : le théorème de Carnot, 
appliqué au triangle EPR, donnera 

EB EA. PU. PT. RD. RC=EC. ED. RT. RU. PA. PB. 

Le même théorème, appliqué au triangle EPR et au sys- 
tème des droites AD, BC, donnera aussi 
EC. ED. RS. RQ. PA. PB=EB. EA. PQ. PS. RC. RD. 
Multipliant ces deux égalités membre à membre, et sup- 
primant les facteurs communs, on obtient 

PU, PT. RS. RQ^RT. RU. PQ. PS; 

PT. HQ ÇU. PS 

0U • ' PQ. RT RS. Ptr- 

Remorque. La proposition précédente est connue sous , 
le nom de Théorème de Desargue. 

• * • i* 

* . 

4 
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THEOREME XXXYI1. 


Si d'un point 0, pris dans l’inlérienr d’un Iriangle ABC, on abaisse des per- 
pendiculaires siir les Irais calés, on détermine six segments tels, que la 
somme des carrés des segmouts qui n’ont pas d’extrémités communes, est 
égale à la somme des carrés des autres segments. 


Menons OA. OB, 00? nous aurons, à cause des triangles Fir.. 1 31 . 
rectangles. 


O.V+A'B 2 =OC'+C'B, 




ob'Vb'c==ôT+â'c; 


iMi yjr 


0C'+0'A=0B'VbA*. 


Donc, en ajoutant membre à membre et supprimaut les 
termes égaux, 

A'BVÔA-+-FC=C 'B+BÏ+Â’È. 


THÉORÈME XXXVT1I. 




Si ou joint le sommet A d’un triangle à un point quelconque M de la base Ht, 
on aura ML Cil + ÂO BU:=(AH +B«. CM). BC . 


Abaissons AD perpendiculaire sur BC ; nous aurons, dans p I0 ^35 


le triangle A MB : 


AB = AM -t- BM— ‘2 BM .MD; 
et dans le triangle A MG : 

, ÂcLàmVc +2CM.MD. 

* Afin d’obtenir une relation indépendante de MD, tnulti- 


#• 


w 

[ Google 
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plions la première égalité par CM, la seconde par BM, et 
ajoutons ; il vient 

AB . CM +ÂC. BM=ÂM. BC 4* BM. CM + CM. BM ; 
ou, en simplifiant, 

Âb! CM+ÂC?BM==àm! BC +BM. CM. BC. 

Remarques. 4° Supposons que le point M soit le milieu 
de BC. Alors, à cause de BM=CM, la relation qui vient. « 
d’être démontrée deviendra 

AB4- AC =2 AM* + 2 BM. 

Celle-ci exprime un théorème"' connu. 

2° Si la droite AM divise l'angle A en deux parties 
égales, on a 

BM CM BC 

AB AC — AB-t-AC’ 


d’où 


BM=AB. 


ne 


,, CM=AC. 


BC 


‘AB-t-AC' ^ AB+AC 

Ces valeurs, substituées dans le premier membre de la 
relation générale, donnent 


U 


(AB. AC+AC. AB) (AM BM. CM) BC; 

d’où AB. AC=ÂM+BM. CM. 

Ainsi , dans tout triangle , le carré d'une bissectrice est 
équivalent au rectangle des deux côtés adjacents, diminué 
du rectangle des segments déterminés par cette bissectrice 
sur le troisième côté. 


• v. . 
P 


ri 
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THÉORÈME XXXIX. 

Dans tout trapèze ABCD , la somme des carrés des côtés non parallèles AC, 
BD est égale à la somme des carrés des diagonales, diminuée de deux Fois 
le rectangle des bases. 


Si on joint les milieux M, N des diagonales, on aura 

AC V BD V CD V AB-CêV AD + 4 MN* 

* * ' * * 

Mais on sait queMN=^r— ; d’où 


4MN= CD + AB— 2 AB. CD. 


Fig. 133. 


En substituant, ou obtient 

ÂB%- CË*i=CÏÏ V ÂD— 2 AB.CD. 


THÉORÈME XL. ' 

La somme des carrés des segments formes par deux cordes qui se coupent 
rectangulairement est égale au carré du diamètre. 

Soient AB, CD les deux cordes : je mène BC, AD, le Fig. 134. 
diamètre DOF et la corde AF. 

On a AË + ËD V BE + CE=IÏ)V BC ■ 

Mais la somme des arcs AD, BC est une demi-circon- 
férence, attendu que l’angle E est droit; donc les arcs BC, 

AF sont égaux, et. par suite, leurs cordes sont égales. La 
relation précédente devient donc 

AE V ÊdVbE+CËLadVâF= DF- 


Digitized by Google 



THÉORÈMES ET PROBLÈMES 


86 

THÉORÈME XL1. 

La somme des carrés de deux cordes perpendiculaires AB, CD , est égale à 
huit fois le carré du rayon, moins quatre fois le carre de la distance OE du 
centre au point d’intersection des deux tordes. • . 

On a évidemment 

Fig. 154. ÂbV GD^ AE+BÊVœVoëVs. AE. BE 4- 2CÊ. DE ; 
ou, en vertu du théorème précédent, 

ÂB+CdLdF+2 (AE. BE+CE.DE). 

Menons OG, OH perpendiculaires à CD, AB; nous aurons 
AE=AII+EH, BE=AII— EU ; 

d’où AE. BE=AH— ËH: . . . 

et de même, CE. DE=DG — GE. 

L’égalité précédente devient donc 

AB+ GD^DfV 2 ÂH + 2 DG — 2 (ËH + GE ), 

ou AB V £D *= DF+ - (ÂfiV CD)— 20Ê! 

ouenlin AB + CD==8 OD— 40E. 

AqJ »' I '•* ** » *i ' tu 4 , * 4**1 

* • J *' 1 

THÉORÈME Xi.Il. 

Lorsqu’une droile AB est parlagée en moyenne et extrême raison, la somme 
des carrés de la droile entière et du plus petit segmcul BC , est égale a 
trois fois le carré du plus grand seguieut AC. 

i ' -*.r 

Fig. 135. On a, par hypothèse, AG=AB.BC. 

Mais, AcLabVbG-2 AB. BC ; 

* 

a * #. n 

, 4 ' 
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donc „ AG=ÂB + BC— 2Âc! 

ou 3 AG^AB-t-BC. 

Remarque. Si l’on prend, sur le prolongement de BA, 
un point C'tel, que AG — AB. BC', on aura, par le même 
calcul, 

3ÂG' 2 =*ÂbVbC' 2 . 

THÉORÈME XLIIl. 

,Si, sur les côtés d’un triangle rectangle ABC, on construit des carrés et que 
l’on mène les droites Bl) , CE et la hauteur AL : 1 0 ces trois droites se 
coupent en un même point I ; i° les segments AH , AK sont égaux 
entre eux. 


4° Les triangles semblables AHC, BHE donnent 

Ail AC. AC • 

BU BP AB’ 

De même, 

D’ailleurs, par une propriété connue, 


Fig. 130. 


BL 
CL = 


AB 

ÂC.*‘ 


Multipliant ces proportions terme à terme , on obtient 
' AH. CK. BL=BH. AK.CL; 
donc les droites CH, BK, AL se coupent en un même 
point I. 


2° De la proportion £rîr=rS . on conclut ^ 


An 


AC, 


AB AB+AC’ 

d’où AII=j^^,. On trouverait, de la même manière, 
AK= —g,. Donc AH=AK. 


v- 
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Remarques. 1° Si, dans l’égalité 

AH. CK. BL=BH. AK. CL, 
on supprime les facteurs égaux AH, AK, on obtient 

bh BL 

CK~~~ CL' 

2° Menons la droite HK, et soit P le point où elle coupe 
le prolongement de l’hypoténuse BC : ce point sera le 
conjugué harmonique de L ; donc 

BP BL AB* 

CL Âc 4 

THËORKME XLIV. 

Denx quadrilatères qni ont des diagonales égales et également inclinées, 

. sont équivalents. 

IG, <37. Soient ABCD, abcd, les deux quadrilatères. Par les som- 
mets C, c menons les droites CH, ch respectivement paral- 
lèles aux diagonales BD, bd, et abaissons sur ces parallèles 
les perpendiculaires AH, ah, lesquelles aussi seront per- 
pendiculaires aux bases BD et bd des triangles ABD, BCD, 
abd, bcd. • , 

Cela posé, les deux quadrilatères ABCD, abcd sont cha- 
cun la somme de deux triangles qui ont une base commune 
BD, bd ; donc ils sont entre eux comme les sommes des 
hauteurs de ces triangles ; or, çes sommes sont évidemment 
égales, l’une à AH et l’autre à ah; et, d’un autre côté, les 
triangles rectangles ACH, ach sont égaux comme ayant 
l’hypoténuse égale et un angle aigu égal. Donc les deux 
quadrilatères sont équivalents. 
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THÉORÈME XLV. 


Si, d'un’ point 0, pris dans le plan d’un parallélogramme ABCD, on mène 
des droites à tous les sommets , le triangle AOC , qui a pour base la dia- 
gonale, sera équivalent à la spnime ou à la différence des triangles AOB, 
AOD ayant pour bases les cotés AB, AD, selon que la droite AO laissera on 
ne laissera pas, d'un, même cité, les sommets B, C, D. 


Les trois triangles AOC, AOB, AOD ont même base; 138. 
donc ils sont entre eux comme leurs hauteurs CG', BB', DD'. 

Or, le point E , intersection des* deux diagonales, est le 
centre des moyennes distances des points B, D ; donc2EE' 
ouCC' est égale à la somme algébrique des distances BB', 

DD'; donc aussi le triangle AOC est équivalent à la somme 
algébrique des triangles AOB, AOD. 


THÉORÈME XLV1. 

Si d’un point quelconque, pris dans l’intérieur d'un polygone convexe dont 
Ica côtés sont égaux, on abaisse des perpendiculaires sur tous les côtés , la 
somme de ces perpendiculaires est une quantité consladj^* 


En effet , si l’on joint ce point à tous les sommets , on 
partage le polygone en autant de triangles qu’il y a de cô- 
tés; chacun de ces triangles a pour mesure la moitié du 
produit de sa base par sa hauteur; et comme toutes les 
bases sont égales, l’aire du polygone sera égale à la moitié 
du produit de l’un des côtés par la somme des perpendi- 
culaires abaissées du point intérieur sur les côtés ; cette 
somme est donc constante. 


1 
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THÉORÈME XLVll. J 

Dans tout triangle ABC, le point H de rencontre des trois Bailleurs, le centre 
D des moyennes distances cl le centre 0 du cercle circonscrit, sont sur une 
même droite ; la distance DH des deux premiers points est double de la 
distance OD des deux derniers. 


Fig. 139. Soient E, F les milieux des côtés AB, BC. Menons EO, 
FO, AH, CH, CD et DE. 

Les triangles AHC , FOE , sont évidemment équiangles 
entre eux ; donc 

CH _ac a 

KO KK z ‘ > 

D’un autre côté, le point D étant le centre des moyennes 
distances du triangle ABC, on a ^ = 2. Conséquem- 
ment, les triangles HCD, OED ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels; donc ils sont semblablçs ; donc 
les angles CDH, EDO sont égaux ; et CÔH est une ligne 
droite. De plus, HD— 20D. ^ 


THÉORÈME XLVI1I. 

Dans tout trianglé, la somme des rayons des cercles inscrit et circonscrit est 
égale à la somme des perpendiculaires abaissées, du centre du cercle, cir- 
conscrit , sur les trois cotés. 



Fig. 140. Soit ABC un triangle quelconque, dont les côtés sont 
a, b , c. Bar le centre 0 du cercle circonscrit, abaissons OM, 
ON, OP perpendiculaires sur les côtés. Menons les droites 
MP, PN, NM. lesquelles seront respectivement égales à '^a, 
1 b, 5 c. Enfin tirons les trois rayons OA, OB, OC. 


4 
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Les quadrilatères APON, BMOP, CNOM, évidemment 
inscriptibles, donneront, en appelant R le rayon du cercle 
circonscrit. 

a R = b. OP + c. ON, 
b R=c. OM + «. OP, 
c R=a. ON+b. OM. 

Donc en ajoutant, 

(a+b+c) R— (n-t-b) OP+ (b+c) OM+ (fl-l-c)ON. 

Dans le second membre , ajoutons et retranchons la 
quantité a. OM+b. ON+c. OP; nous aurons 
(a-hb+c) R= (a+b+c) (OP+OM+ON) —(a. OM+ b . ON+c . OP) 

Lé terme soustractif représente évidemment le double 
de l’aire du triangle, c’est-à-dire (a-\-b + c)r, r étant le 
rayon du cercle inscrit; donc l’égalité précédente devient 
R-t-'r=OP+OM + ON. 

THEOREME XLIX. 

La distance 10 des centres des circonférences inscrite et circonscrite à nn 
triangle ABC est moyenne proportionnelle entre le rayon R de la seconde 
et l’excès de ce rayon sur deux fois eelui r de la première. 

Les droites AI, CI étant les bissectrices des angles A, C, Fig. 141 . 
divisent en deux parties égales les arcs BDC, BEA, aux 
points D, E. Il résulte de là que la somme des arcs AE, CD 
est égale à l’arc DDE ; et, par suite , que les angles AIE, 

DAE sont égaux. Donc AE=IE. 

Si nous menons le diamètre EOF du cercle circonscrit, 
ce diamètre sera perpendiculaire au milieu de AB ; et nous 

aurons AE— EF. EG, 


Digilized by Google 



92 


THÉORÈMES ET PROBLÈMES 


ou 1E= 2 OE. EG=2 R. EG. 

Maintenant, si l’on mèneOI=rf, on aura 

2 * ' 

d*=IE-f-R 5 — 2 R (EG + r); . 

d’où , en ajoutant membre à membre, 

d 4 =R(R— 2r). 

Remarques. 1° Le rayon R du cercle circonscrit ne peut 
être inférieur au diamètre du cercle inscrit. 

2° Si l'on a, entre les rayons R, r de deux cercles, et la 
distance d de leurs centres, la relation d= R (R — 2r), un 
même triangle pourra être inscrit à l'un des deux cercles, et 
circonscrit à l’autre. 

Cette réciproque importante se vérifie aisément au moyeu 
de la réduction à t absurde. 

3° Si deux cercles sont tels qu’un même triangle puisse 
être inscrit au premier et circonscrit au second, il y aura une 
infinité de triangles qui jouiront de la même propriété. 


THÉORÈME L. 


L'inverse fin rayon du cercle inscrit à un triangle est égal à la somme 
des inverses des trois hauteurs. 


Soient a, b, c les côtés d’un triangle; soient a’, b\ c' 
les hauteurs correspondantes. Désignons par T l’aire de ce 
triangle, et par r le rayon d’un cercle inscrit; nous aurons 
i 2T=aa'=bb'^=cc , =(a-\-b-{-c) r ; 


ou bien 


a-t-lM-r 


(A)' 


{#) 


(?) (J) 


Dans cette suite de rapports égaux, le dernier antécé- 
dent est égal à la somme des trois autres; donc 

i_ 
r" 


n ' h’ > 
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. ' THÉORÈME LI. 

Les circonférences circonscrites aux triangles formés par les cotés d’un 
quadrilatère complet ABCDEF se coupent toutes les quatre en un même 
point 1U. 

Considérons le triangle ABF et les points C, D, E, situés Lie. 142. 
sur les trois côtés de ce triangle. Les circonférences AL)E, 

BCE, FCD, passant par les sommets de ce triangle, et se 
coupant deux à deux en C, D, E, doivent se couper en un 
même point M. (Théorème XII, livre 11.) 

Pour une raison semblable, les circonférences ABF, BCE 
FCD, doivent se couper en un même point. Mais ces deux , 

dernières ont déjà le point M commun : donc les quatre 
circonférences passent par ce point. 

THÉORÈME LH. 

• ; qPçair* 

Si l’on circonscrit des circonférences aux triangles formés par chacun des 
côtés d’un pentagone et les prolongements des cillés adjacents, les points 
d’intersection de ces lignes sont situés tous les cinq sur une même circon- 
férence. 

Soit ABCDE un pentagone quelconque. Soient ABF, Fig. 143. 
BCG,.... les triangles dont il s’agit. Les circonférences 
circonscrites à ces triangles se coupent consécutivement 
aux points L, M, N, P, Q ; et il s’agit de démontrer que 
ces cinq points sont situés sur une même circonférence. 

Si nous considérons le quadrilatère complet ABGIFG, 
nous conclurons, du théorème précédent, que les circon- 
férences circonscrites aux triangles ABF , BCG, FCI, se 
coupent au point L. 
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De même, les circonférences circonscrites aux triangles 
CDU, EDI, FCI formés par les côtés du quadrilatère com- 
plet CDEFIH, se coupent au point N. 

La circonférence circonscrite au triangle FCI ; passe donc 
par les points L et N. . « 

Actuellement, les circonférences ABF, FCI ayant, avec 
la circonférence qui passerait par les points L, N, Q, un 
point commun L, et la droite FAI étant menée par l’inter- 
section F des deux premières circonférences, il résulte, de 
la réciproque du théorème qui vient d’être cité, que si l’on 
joint les points A , I aux intersections Q, N de ces deux 
lignes avec la troisième, les droites QA, IN prolongées se 
couperont sur cette dernière circonférence. 

Cela posé, en considérant le triangle ARI, et les trois 
points Q, N, E, situés sur les côtés de ce triangle, nous 
voyons que les trois circonférences QRN, NEI, QEA 
doivent se couper en un même point. Donc la circonférence 
QLN passe par le point P, intersection des circonférences 
DE1 et AEK. 

On verrait de la même manière que cette ligne contient 
aussi le point M. 

Donc les cinq points L,,M, N, P. Q sont situés sur. une 
même circonférence (*). 

(*} Ce remarquable théorème a élé donné dans le Géomètre, par 
M. Miquel, alors élève de l'institution Barbel. 
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THÉORÈME LI1I. . 

Dans tout triangle ABC, 1° les milieux M, X, P des trois côtés, les pieds 
A', B', C' des trois hauteurs, les milieux E, F, (! des segments compris 
entre les sommets et le point de rencontre D des trois hauteurs, sont neuf 
poiuls situés sur une même circonférence; 1° lé centre k. de cette circonfé- 
rence est le milieu de la droite qui joint le centre 0 du. cercle circonscrit 
an point de rencontre des trois hauteurs; 5° le rayon de celle circonférence 
est égal à lu moitié du rayon du cercle iuscril. 

1° Les points E, G étant les milieux des segments AD, Fio. 144. 
CD, la droite GE sera parallèle à AC et égale à la moitié 
de ce côté. Pour une raison semblable, les droites EP, GM, 
sont parallèles à BD et égales à la moitié de ce segment: 
d’ailleurs BD est perpendiculaire il AG ; doue la ligure 
EPMG, qui a deux côtés égaux et parallèles et deux angles 
droits, est un rectangle; donc les quatre points E, P, M, G 
sont situés sur une même circonférence, décrite sur ME 
comme diamètre. 

Cette circonférence passe évidemment par les points 
A', C', sommets des angles droits MA'E, GC'P. 

On verrait de même que les points E, F, M, N sont les 
sommets d’une circonférence décrite sur ME comme dia- 
mètre; donq ces deux circonférences coïncident. Et comme 
NF serait un diamètre, le point B' appartient encorje à 
cette circonférence, laquelle contient, par conséquent, les 
neuf points M, N, P, A'. B', C', E, F, G 
2° Le point D, où se coupent les trois hauteurs, est le 
centre du cercle circonscrit au triangle que l’on obtiendrait 
en menant, par les sommets A, B, C, des parallèles aux 
côtés opposés : donc CD=201\ DG=OP, et le centre K, ,, 
milieu de PG, est en même temps le milieu de OD. 
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* *1 * 

3° Les triangles ABC, MNP sont semblables, et leur 
rapport de similitude est égal à 2. Donc le rayon Ml est la 
• moitié du rayon OA. 

Remarque. On peut encore démontrer que le cercle des 
neuf points est tangent au cercle inscrit et aux quatre 
cercles ex-inscrits. (Consulter, sur ce sujet, le 1 er volume 
des Nouvelles Annales de Mulhémathiques, page 197.) 

PROBLÈME I. 

Étant donnés une circonférence 0, une tangente AD, et le diamètre AB pas- 
sant par le point de contact, mener, par l’ extrémité B de ce diamètre, une 
sécante 11MN telle, que sa partie extérieure soit égale à une longueur 
donnée a. . ■■■■.• 

Fig. 145. Si nous joignons le point M au point de contact A, 
l’angle AMB sera droit, et comme AN est perpendiculaire 
à AB, ce diamètre sera moyeu proportionnel entre BN et 
BM. Conséquemment, le problème se réduit à déterminer 
les dimensions d’un rectangle équivalent au carré du dia- 
mètre, connaissant la différence a de ces deux dimensions. 
On est donc conduit à la construction suivante : 

Prenez, sur la tangente AD, AC=a. Décrivez sur AC, 
comme diamètre, une circonférence. Joignez son centre I au 
point B par la sécante BEIF. Puis, du point B comme 
centre, décrivez les arcs FN ou EM. * 

PROBLÈME IL 

Par un point donné A, mener une droite qui passe par le point de concours 
de deux droites BC, DE, que l'on ne peut prolonger. 

Fig. 146. Menons deux parallèles quelconques FG, F’G’, qui cou- 
pent BC en G, G’, et qui coupent DÉ en F, F’. Joignons 
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le point F au point A, et, par le point F', menons F'A' pa- 
rallèle à FA. De même, menons GA et sa parallèle G'A'. 

La droite AA' sera la droite cherchée. 

En effet, les triangles AFG, A'F'G' étant semblables et 
semblablement placés, les droites BG, DE, AA' concourent 
au centré de similitude de ces deux triangles. 

t •* . p . * . 

PROBLÈME HL 

• • /r 

1 

Partager un triangle ABC en trois parties équivalentes, au moyen de droites 
menées des trois sommets à un point inconnu 0. 

Le triangle BOC étant le tiers de ABC, et ces deux trian- Fig. 147. 
gles ayant même base, il faut que la hauteur OH égale J Ail; 
de mêmeOfc=jBK, etc.; donc le point O se trouve à des 
distances de BC et AC, égales à AII et i BK. 

Scolie. Le point O est le centre des moyennes distances 
du triangle ABC. 

PROBLÈME IV. 

Trouver, sur une droite donnée AB, un point M également distant d’un point 
donné F, et d’une droite donnée CB. 

Du point F, abaissons FI perpendiculaire sur AB, et pro- Fig. 148* 
longeons-la d’une quantité IG=FI. La circonférence dé- 
crite du point M comme centre, avec MF pour rayon , 
passera par le point G, et sera tangente à la droite CI). 

Pour déterminer le point de contact P, prolongeons Gh 
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Z 

jusqu’en II; nous aurons HP=IIG.IIF. Prenons donc, à 
droite et à gauche du point II, des longueurs IIP, HP' 
égales à la moyenne proportionnelle entre IIG et HF : 
les points P, P' seront les points de contact de deux cir- 
conférences tangentes à la droite CD et passant par les 
points G, F. Les centres M, M' de ces circonférences sa- 
tisfont à la question. 

PROBLÈME V. 

4 * * • * * , i/fr/ 

• -*< 

Inscrire un carré MNPQ dans un triangle donné ABC. 

, \ M * V 

; * 

Fig. 149. Abaissons la hauteur AD du triangle, et sur AD comme 
côté, construisons un carré ADEF. Les deux carrés étant 
semblables et semblablement placés, les droites qui joi- 
gnent leurs sommets homologues doivent passer, par un - 
même point, lequel est évidemment le sommet 
Ainsi, pour résoudre le problème, on mène AF parallèle 
à la base BC et égale à la hauteur AD. On trace BF, qui 
coupe AC au sommet cherché K ; etc. 

PROBLÈME VI. 

Inscrire , dans un triangle donné, un rectangle semblable à un rectangle 

donné. 

r 

Ce problème ne diflêre pas essentiellement de celui qui 
précède. 
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PROBLÈME VII. 

Par bq point C, donné dans un angle AOB, mener une droite MN qui soit divisée 
par ce point, en deux parties ayant un rapport donné.' 


Soit ^ le rapport donné , de manière que ^ Par 

le point donné C, menons CD parallèle au côté AO ; nous Fig. 150. 
aurons 

OD MC m 

DN^^C 7 n ' 

On construira donc le point N, au moyen d’une qua- 
trième proportionnelle ; après quoi l’on joindra cq point au 
point donnéC. • ’ ’ * ‘ « 


PROBLÈME VIH. 



O* 


Par un point I, donné dans le plan de trois droites OA, OB, OC qui con- 
courent en un même point , mener une droite MPN telle , que les deux 
segments interceptés soient entre eux dans un rapport donné. 

Après avoir pris arbitrairement un point E sur la droite 
OB, on mènera par ce point une droite DEF telle, que l’on ait Fig. 151 . 
g!**”. Il ue restera plus, évidemment, qu’à mener par le 
point I, une parallèle MPN à DEF. 

' ,T’ 

PROBLÈME IX. 

&■- •:» 

Par un point D, donné sur le côté AB d'un triangle ABC, mener une droite 
DE qui partage ce triangle en deux segments ayant un rapport donné. 

T ‘ L. • ‘ 

Soit? ce rapport : nous aurons T^=rrr. Mais, à cause Fig. 152. 

q * 1 abc y jh^L 

de l’angle commun A, 


Digitized by Google 


100 

THÉORÈMES F.T PROBLÈMES 


ADR AD. AK. 

ABC ’AB.AO ’ 

donc 

AE= AC. 

AU p+q 


Ainsi, on obtiendra AE par deux quatrièmes proportion* 
nelles. 


PROBLÈME X» 

Partager on triangle ABC, dans un rapport donné, par nne droite MN, 
parallèle à nne direction donnée DE. 

. r ,'. ; , « , ' * , 

153. Les deux triangles CAB, CMN. ayant un angle égal G, 

sont entre eux comme les rectangles des côtés qui com- 
prennent l’angle égal ; donc, ^ étant le rapport donné, 

■V CA. CB p-+-g 

• CM.CN p • 

Mais, la droite MN étant parallèle -à DE, on a 

CN; CF 

... ■ • ' 

Ces deux proportions donnent 

CA. CB p±g CF 

CM* P ’ CG' 

Soit CI une moyenne proportionnelle entre CA et CB. 

Alors if il.tiiÿ 

CM^ _p_ CG 

CI* P+? ’ CF* 

Cette dernière proportion indique que CM est le côté 
d’un carré qui est au carré de CI, dans un rapport donné. 
Le problème peut donc être regardé comme étant résolu. 
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PROBLÈME XL 

Partager an quadrilatère ABCD en deux parties équivalentes, par une droite 
parlant du sommet A. 

On construit un triangle ADE équivalent au quadrilatère. Fig. 154. 
On mène la médiane AM ; elle partage ADE en deux parties 
équivalentes. Donc AM est la droite demandée. 


PROBLEME XII. V 

Partager un quadrilatère ABCD,<laus un rapport donné, par une droite MN, 
parallèle à une direction donnée EF. 

Soit ? le rapport donné, de manière que *55. 

Prolongeons les côtés BG, AD jusqu’à leur rencontre en 
0; nous pourrons remplacer la proportion précédente par 
celle-ci : 

O AB — OMN p. 

OMJt— ÔCD q' 

ou bien, In substituant aux triangles OAB, OMN, OCD 
les rectangles proportionnels : 


OA.OB — OM.OX 
OM.ON — oc.oir 


Cette proportion donne 

OM . 0N=^ . OA.OB+ j7 £- . OC . OD. 

Mais, la droite MN étant parallèle à EF, on a 

om OE.. 

ON OF* 

Par suite, en multipliant membre à membre : 
ôm=(J,.oa . OII+J-, OC . OD) s. 
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Soit OG une moyenne proportionnelle entre OA et OB; 
soit de même OH une moyenne proportionnelle entre OG 
et OD. Nous aurons 



On voit que, pour obtenir OM, il suffira maintenant d’ap- 
pliquer ees deux problèmes : construire un carré qui soit à 
un carré donné, dans un rapport donné ; trouver un carré 
équivalent à la somme de deux carrés donnés. 


/ 

PROBLÈME XIII. 

Inscrire, dans un triangle ABC , un rectangle MA'l'Q équivalent à un carré 
donné rn*. 


Fig. 156. Abaissons la hauteur AD; nous aurons 

MP BM MN AM 

AD AB * el BC AB *- 

Ces deux proportions étant multipliées terme à terme, 
donnent 

MP. MN BM.AM, ' * 

AD.BC j ÏB* ' 

d’où, à cause de MP.MN=?m* : 


« 


BM.AM = 


m*. AB 2 

adUc' 


Si l’on décrit sur AB comme diamètre une demi-circon- 


férence, et que l’on élève ME perpendiculaire à AB, on aura 
_2 > 

MG=BM. AM. D’un autre côté, soit p la moyenne pro- 
portionnelle entre la bascBC et la hauteur AD du triangle; 
alors l’équation précédente donne 


ME— AB. — . 

p 
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Si donc on cherche une quatrième proportionnelle aux 
droites p, m, AB, puis que l’on mène, parallèlement à AB, 
une droite qui en soit éloignée d’une longueur égale à cette 
quatrième proportionnelle, ou obtiendra le point E, ot, par 
suite, le point M. 

Remarque. Le problème admet, en géuéral, deux solu- 
tions. 

PROBLEME XIV. 

A un quadrilatère donné ABCD, circonscrire un quadrilatère M\TQ 
semblable à un autre quadrilatère donné. 

Le quadrilatère MNPQ devant être semblable à un qüa- Fig. 157. 
drilatère donné, il s’ensuit que ses angles sont connus. 

Par suite, les sommets cherchés M, N, P, Q doivent être si- 
tués sur trois arcs AMB, BNG, AQD, capables de trois 
angles donnés. 

Soient E, Fies points d’intersection du premier arc avec 
les deux derniers. Menons ME, MF, QE, NF. Prenons en- 
suite, arbitrairement, un point M' sur l’arc AMB, et menons 
encore M'AQ', M'BN', M'E, M'F, Q'E, NT. 

A cause de l’égalité des angles AME, AMTi cl de celle 
des angles AQE, AQ'E, les triangles MQE, M'Q'E sont 
semblables, et l’on a 

MK MQ^ 

MK M r Q" 

Pour la même raison, 

MH M N 

On tire, de ces deux proportions, 

ME ME M'PT MQ 

• • MF MF’ M'Q' ■ MN‘ 

Le rapport des distances ME, MF est donc connu. Con- 
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séquemment, le sommet cherché M, qui doit se trouver 
sur la circonférence AEFB, appartient aussi au lieu des 
points tels, que le rapport des distances de chacun d’eux 
aux deux points E, F, soit un nombre donné. Or, on sait 
que ce lieu est une circonférence. On peut donc regarder 
le problème comme résolu. 

* , f 

« 

PROBLÈME XV. 

• Inscrire , à un rectangle donné ABCD, un rectangle semblable 

à un autre rectangle donné EFtill. 

Renversons d’abord la question, et proposons-nous de 
Fie. 158. circonscrire au rectangle EFGH un rectangle MNPQ sem- 
blable au rectangle ABCD. 

Ce problème inverse, cas particulier du problème XIV, 
peut aussi être résolu comme il suit. 

L’angle M étant droit, le sommet M doit se trouver sur 
la circonférence décrite sur EF comme diamètre ; donc il 
r s’agit d'évaluer l’un ou l’autre des deux segments EM, MF, 
ou seulement leur rapport. 

Les deux triangles EMF, FNH, évidemment semblables, 
donnent 

em mf_ EF 

FN NH FH • 

D’ailleurs, le rectangle NMPQ devant être semblable à 
ABCD, on aura 

MX AB _ 

NP BC ’ 

ou, à cause de HP=EM : 

MF-t-FN AB 

4 NH+EM BC' 
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Remplaçons, dans cette dernière proportion, FN par 
EM. et Nil par MF. ™ ; nous aurons 

■ FU 

mf+em ëf_ab 
• fît bc ’ 

EM+MF — 

puis, par un calcul très-simple, 

EM EF.BC — FU . A B 

. MF EF. AB — FH.BC 

Le rapportées segments EM, MF étant connu, on pourra 
déterminer le point M par sa projection I; et alors le 
rectangle MNPQ sera connu. 

Si ensuite on divise AB dans le rapport de MF à FN, on 
aura le sommet R d’un rectangle RSTU, qui sera inscrit à 
ABCD, et semblable à EFGH. 

Remarque. Ce problème donne lieu à une discussion qui 
est tout à fait du ressort de l’algèbrè. 


PROBLEME XVI. ' * 

Par un point 0, situé snr la bissectrice d’un angle droit CAB , mener une 
transversale MN telle, que sa partie comprise entre les cotés de l’angle, 
soit de longueur donnée L. 

* H 

Du point donné O, abaissons sur les côtés de l’angle, Fie. 159. 
les perpendiculaires égales OD,OE. Par le pied N de la 
transversale cherchée, imaginons NF perpendiculaire à 
MN, puis NG perpendiculaire à DO. Si le point F, Où NF ira 
rencontrer DO prolongée, était connu , on obtiendrait le 
point N, en décrivant, sur OF comme diamètre, une demi- 
circonférence. 

Or, les triangles rectangles MDO, FGN sont égaux, parce 
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qu’ils ont les côtés perpendiculaires, et que DO=OE==GN. 
Donc MO = NF. Il suit de là que • • ■ '* 

MN= L*= (ON + NF)’ =Ôn4-NF + 2 ON . NF . 

D’un autre côté , le triangle ONF étant rectangle en 0, on a 

ON+NF=OÎ\ et ON. NF=OF.,GN==OF.OE. 
L’égalité précédente devient donc 

L’ =ÔF + 2 OF.OE, ou L»=OF(0F+2OD). 
Supposons que du point D comme centre, avec DF pour 
rayon, nous décrivions la circonférence FIIF', et que nous 
prolongions EO jusqu’à sa rencontre en H avec cette circon- 
férence. Nous aurons, évidemment, 0F'=0F-|-20D, et 

0H=0F.0F'; d’où, à cause de L*=OF. OF' : OH=L. 

Il faut donc, pour résoudre le problème : prendre OII=L ; 
décrire, du point D comme centre, la circonférence FHF'; 
décrire, sur OF et OF' comme diamètres, les circonférences 
ONF, ON"F' ; joindre les points où cette circonférence 
coupe AB ou son prolongement, avec le point 0 : les droites 
MN, M'N', M"N", M'"N'" satisfont à l’énoncé, ou à l’énoncé 

• i 

généralisé. 

Remarques. 1° Si la longueur donnée L est moindre que 
le double de AO, la circonférence OF ne coupe pas AB, et 

les solutions MN, M'N' n’existeut plus. 

* * 

2° Le problème que nous venons de résoudre est conuu 
sous le nom de Problème de Pappus. 
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PROBLÈME XVII. 

Par an point 0, situé sur la bissectrice d'un angle droit CAB, mener une 
transversale MN telle', que le triangle MAN soit équivalent à un carré 

donné m*. 

Cherchons, comme dans le problème précédent, à déter- 
miner le point d’intersection F de DO avec -INF perpendicu- Fig. 160. 
laire à MN. Si nous abaissons FP perpendiculaire à AB, 
nous aurons, à cause de l’égalité des triangles MDO, NPF : 

GFPN=2 MDO. De même, le rectangle GOEN est double 
du triangle OEN. Si donc nous construisons le carré DO'E'A 
égal à DOEA, le rectangle FPE'O' sera double du triangle 
MAN ; c’est-à-dire qu’il sera équivalent à 2 m*. Or, nous 
connaissons la hauteur OE de ce rectangle. Il suffira donc, 

pour obtenir le point F, de prendre O'F égale à 2~j. 

PROBLÈME XVIII. 

Par un point 0, situé dans un angle droit CAB, mener une tranvérsale MN * 
telle, que le triangle MAN soit équivalent à un carré donné m*. 

Du point donné 0, abaissons sur AB la perpendiculaire Fig. 161. 
OE, et soit 0' le point où elle rencontre la bissectrice de 
l’angle droit. Joignons le pied N de la transversale cherchée 
avec le point 0', par la transversale M'O'N. Il est clair que 

' ‘ M’AN M'A O'K _ AE 

MAN MA OE OE * 

et, conséquemment, que M'AN=m*.~. 

Donc, pour obtenir le point N et par suite la tratisver- 
sale MN, il suffira de mener, par le point 0', situé sur la 
bissectrice, la transversale M'O'N qui détermine un triaogle 
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A F 

équivalent à m*. Le problème proposé est donc rameué 
à celui qui précède. 

PROBLÈME XIX. 

Par an point 0, situé dans le pian d’un angle quelconqne CAB , mener une 
transversale AIN telle, que le triangle MAN. soit équivalent. à un carré 
donné »n a . . 

i • 

Fig. 462. Après avoir mené OE parallèle à AL, élevons AC', EO' 
perpendiculaires à AB, et coupons ces droites par MM', 00' 
parallèles à AB. Les trois points M', N, 0' seront en ligne 
droite, et les triangles M'AN, MAN seront équivalents. Il 
suffira donc, pour obtenir le point N et par suite la transver- 
sale MN, de mener par le point 0', situé dans l’angle. droit 
C'AB, la transversale M'O'N telle, que le triangle M'AN 
soit équivalent au carré donné m a . C'est le problème que 
nous venons de résoudre. 

. Remarque. Les solutions des deux derniers problèmes 
sont fondées sur le principe de la déformation des figures, 
principe dont on fait un fréquent usage dans la Géométrie 
supérieure. , 

PROBLÈME XX. • 

Par un point 0, situé dans le plan d’un angle CAB, mener une transversale 
MN telle, que le rectangle des segments AM, AN déterminés par cette droite 
snr les côtés de l’angle , soit équivalent à un carré donné m*. 

Fig. 465. $i l’angle donné est droit, le rectangle construit sur AM 
et AN sera double du triangle MAN ; de telle sorte que celui- 
ci sera équivalent à la moitié du carré donné. 
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Si l’angle A est aigu ou obtus, abaissons MF perpendi- 
culaire à AB ; nous aurons 

MAN=- AN. MP =5 AN. AM. ^='~ m* 

c’est-à-dire que le triangle MAN sera au carré m\ dans un 
rapport connu. 

Dans les deux cas, le problème est ramené à celui qui 
précède. 

PROBLEME XXL 

Par un point 0, situé dans le plan d’un angle CAB, mener une transversale 
MX telle, que le rectangle des segments de celle droite, interceptés entre 
le point donné et les côtés de l'angle, soit équivalent à un carré donné 
m*. 

Après avoir mené CD parallèle à AB, prenons, sur cette Fig. 104. 
parallèle, une distance OF troisième proportionnelle à OD 
et m. Nous aurons DO. OF=m*==OM. ON. Les points M, 

N, D, F appartiennent donc à une.même circonférence. Con- 
séquemment, pour obtenir le point N, il suffira de décrire 
sur OF un arc capable de l’angle ONF—MDO— A. 

Remarque. Ordinairement, le problème admettra deux 
solutions. 

PROBLÈME XXII. 

Inscrire, dans un angle donné CAB , une droite MX de longueur donnée l , 
de manière que le triangle résultant soit équivalent à uu carré donné m*. 

Soit MP la hauteur du triangle cherché : nous aurons Fig. 105. 
AN. MP= 2m*. D’un autre côté, 

MN= ÂM+ÂN— 2 AN. AP. 

ou i‘= ÂM+ÂN — 2 AN. AP. 
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Pour simplifier cette équation, et pour introduire le rec- 
tangle des deux côtés cherchés AM, AN, abaissons d’un 
point quelconque D de AC, UE perpendiculaire sur AN. 
Nous jurons, en appelant p, q, r les deux côtés de l’angle 

droit et l’hypoténuse du triangle ainsi formé, AP=^AM, 
MP=£AM. L’équation précédente devient alors, 
f=AM-|-AN — 2?AN.AM, ou, à cause de jjAM.AN=2m* : 
' P=ÂM+ÂN— 4?m*. 

p 

Dans le second membre , ajoutons et retranchons 
2AM.AN=4^m“; il nous viendra 

i*=(ÀM-!-AN)* — m* ; 
ou 1 

(AM+AN)»==Z* + 4 ^m'. 

Nous voyons donc qu’indépendamment du rectangle des 
deux côtés AM, AN, nous, connaissons la somme de ees 
droites. Le problème est donc ramené à un problème 
connu. . 

Remarques. 1° Quand on veut décomposer une somme 
donnée en deux facteurs dont le produit soit donné, il faut 
que le carré de la somme ne soit pas inférieur à quatre fois 
le produit donné. 

Conséquemment, la condition de possibilité du problème 
sera . 

/N-4— 

P P 

OU Z*>:4— m*. 

p 
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2° Les rapports £, sont, comme on sait, désignés 

sous les noms de sinus, cosinus et tangente de l’angle A. 
En employant ces dénominations,, nous aurons, au lieu des 
relations précédentes , , ( 

AM.AN=£j^m s , (AM+AN)*=M-4m*cot. j A, 

r 

3° Lorsque P sera égale à 4?n*tg. £ A, la droite l sera la 
plus petite possible. En même temps , le triangle MA^ 
sera isoscèle; et la valeur commune des deux côtés AM, 

AN sera — l ——. 

Ssin.jA '■ * 

✓ •• 

' PROBLÈME XXIII. 

Gomtruire an triangle , connaissant ses trois hauteurs. 

Désignons par a, b, c, les trois côtés, et par a', b', c', 
les trois hauteurs. Nous aurons aa'—bb'—cc ; d’où 

a 6 c 

- o T «' / o'ft’V' , 

V® 1 / 

Cette proportion continue indique que le triangle cher- 
ché est semblable à celui dont les côtés seraient : b', a', 
et une quatrième proportionnelle àc', a', b'. Si l’on con- 
struit ce dernier triangle, il sera bien facile ensuite d'obte- 
nir le triangle cherché, en observant que, dans deux triangles 
semblables, les hauteurs correspondantes aux côtés homo- 
logues, sont des droites homologues. 

Remarque. Le problème sera possible, quand on pourra 
construire le triangle auxiliaire. Admettons que l’on ait 
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a>ù'>c\ d’où o'<-^. Alors, la condition de possibi- 
lité sera v 

PROBLEME XXIV. 

Construire un triangle , connaissant deux hauteurs et lé rayon 
du cercle inscrit.' 

Soient a', b' les deux hauteurs données, a, b les deux 
côtés inconnus correspondants, c le troisième côté, et r le 
rayon du cercle iuscrit. ’ 1 •’ 

L’aire du triangle e§jt représentée par chacune des trois 
expressions t '-aa', '-'bb', l -(a-\-b+c)r\ donc 

aa r =bb'=(a+b+c)r; d’où 

On voit, par cette proportion continue, que le triangle 
cherché est semblable à celui dont deux eôtés et le péri- 
mètre seraient bj a', et la quatrième proportionnelle à r, 
a', b'. Le problème peut donc être regardé comme résolu. 

PROBLÈME XXV. 

Construire un triangle, connaissant la hauteur a r abaissée sur le côté in- 
connu a , le rayon r du cercle inscrit , et le rayon a du cercle ex-inscrit , 
tangent au côté a. 

En raisonnant comme dans le problème précédent, on 
aura d’abord aa'—(a-+-b+c)r=(b-}-c — a)x, c étant le 
troisième côté. . *' 

On déduit, de ces deux égalités, 

a+b-\-c =— , h-t-c— a=- ; 

t a 


* > 


Digltized by Google 



DE GEOMETRIE ÉLÉMENTAIRE. 


ua 


puté, de ces deux dernières, par la soustraction , 

2=— — — ; ou bien 4==1(; — 

Cette équation de condition entre a', r et a, nous ap 
prend que : 

Dans tout triangle, l’inverse de chacune des hauteurs est 
égal à la demi-différence entre l'inverse du rayon du cercle 
inscrit, et l’inverse du rayon du cercle ex-inscrit, opposé à 
cette hauteur. 

Conséquemment ausâi : Tous les triangles dans lesquels 
les rayons du cercle inscrit et de l’un des cercles ex-inscrits 
sont constants, ont même hauteur. 

En revenant au problème proposé, nous voyons qu’il 
sera indéterminé ou impossible, selon que les données satis- 
feront ou ne satisferont pas à la relation — £}• 


PROBLEME XXVI. 

Construire un triangle , connaissant la hauteur a abaissée sur le côté in- 
connu a , ainsi que les rayons g, ^ des cercles ex-inscrits tangents aux 
côtés b, c. 

Nous aurons, par les expressions connues de l’aire du 
triangle : 

aa'=(a-l-c — b)fi=(a-\-b—é)y; 
puis, par un calcul semblable au précédent : . 

. a+c-b^-, a+b^c=f, 

et enfin, 

Ainsi, dans tout triangle, l'inverse de chacune des hau- 
teurs est égal à la demi-somme des inverses des rayons des 
cercles ex-inscrits, adjacents à cette hauteur, etc. 

8 
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PROBLÈME XXVII. 

Conslruire un triangle, connaissant les rayons *, fi, f «les trois cercles 

ex-inscrits. . 

Nous aurons, comme précédemment, 

a(6+c — a)=j3(c+ci-- b)—y((i-t-b — c); 

b+c—a c+a—b a-hb— c . 


d'où 


(?)' 


On déduit de cette proportion continué : 

a b c 

« ' «P ®+P' ■ 

1 . 1 

Ainsi, le triangle cherché est semblable à celui qui au- 
rait pour côtés sc-j-( 3. 

1 T • 

Si l’on construit ce triangle, et que l’on décrive les trois 
cercles qui le touchent -extérieurement, il suffira, pour 
avoir le triangle cherché, de mener des parallèles aux côtés 
du triangle auxiliaire , à des distances des trois centres 
respectivement égales à a, (3, y. 


PROBLÈME XXVI11. 


Conslruire un triangle, connaissant le rayoïî r du cercle inscrit, et les rayons 
a, p de deux des trois cercles ex-inscrits. 

Ce problème se résout aussi facilement que le précédent, 
et par les mêmes considérations. 
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PROBLÈME XJUX. 

% . • • h • 

Construire an triangle ABC, connaissant la hase BC, l'angle opposé A, 
et le rapport des deux derniers eûtes. 

LesonnjielA appartient à l’arc capable de l’augle donné, Fig. 1GÜ. 
décrit sur la base BC. 

Supposons menée kr'bissectrice AED : elle passera au 
milieu D de l’arc BDC; de plus, elle doit diviser la base 
BC en deux segments BE, EC, proportionnels aux deux 
côtés AB, AC. Il est donc bien facile d’obtenir les points 
D, E, de cette bissectrice; et,' cette droite étant tracée, 
son intersection avéb l’arc BAC sera le sommet A. 

PROBLÈME XXX. 

Inscrire, dans un angle donné CAB, un triangle MNP semblable à an Iriangle 
donné DEF, et ayant un sommet donné P. 

Décrivons sur DF, homologue du côté 'inconnu MP, un Fig. IG7. 
are capable de l’angle connu CAP. Décriv ons de même, sur 
EF, un arc capable de l’angle BAP..Ces deux arcs, qui se 
coupent en F, se couperont en un second point 0. Menons 
OD, OE, OF. Preuous, sur les côtés de l’angle donné, des 
distances AM, AN , .déterminées par les proportions 

OF 00 OF OE 

AP AM’ AP AN : ‘ 

les points M. N seront les deux sommets cherchés. 

On justifie aisément celte construction. 


m -g 


m 

* 
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PROBLÈME XXXI. 

* i » • , * • 

A un triangle ABC inscrire un triangle DEF semblable à un triangle donné 
MNP, et qui ail l’un de ses sommets situé en D sur le côté AB. 

Fig. 108. Sar le côté MN, homologue du côté inconnu DE, décri- 
vons un arc capable de l’augle B. De même, décrivons sur 
MP un arc capable de l’angle A. Menons ensuite, par le 

point M, une droite A'B' telle, que l’on ait g^— : ce 

problème auxiliaire ne présente aucune difficulté. 

Cela posé, si nous menons A 'P et B'N, nous formerons 
un triangle A'B'C', qui sera semblable au triangle ABC; car 
» ces deux triangles ont, par construction, deux angles égaux 
chacun à chacun. Il suffira donc, pour achever la construc- 
tion, de faire les angles ADF, BDÈ respectivement égaux 
à A'MP, B'MN : on obtiendra ainsi les sommets F, E. 

# _ ‘ * .' ' f 

. ’t 

PROBLÈME XXXII. 

Trouver sur un arc AB un point C tel , que le rectangle de ses distances 
aux extrémités do l’arc soit équivalent à un carré donné p*. 

Fig. 109. Si l’on mène le diamètre CD, et qu’on abaisse CE per- 
pendiculaire h AB, on aura, d’après un théorème connu, 
AC. CB=CD. CE; et, par suite, CD.CE=p , > On tire, de 
cette dernière égalité, CE=^. La distance du point C à 

la corde AB étant connue , le problème peut être regardé 
comme résolu. 
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. PROBLÈME XXXIII. 

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A, B, 
et qui touche une droite donnée CD. 

* • * ' * , ». I 

Soit O le centre de la circonférence demandée, et soit E Fig. 170. 
le point de contact de cette circonférence avec la droite 
CD. Menons AB, et prolongeons cette droite jusqu’à sa ren- 
. contre avec CD en C. La tangente CE est moyenne propor- 
tionnelle entre CB et CA; donc il sera facile de déterminer 
le point E. Ce point étant connu, on obtiendra le centre par 
l’intersection de ÇE perpendiculaire à CD, avec OF perpen- 
diculaire au milieu de AB. ' 

Remarque. Le problème admet ordinairement deux so- 
lutions. Pour qu’il soit posâible, il faut que les deux points 
A, B soient situés d’un même côté de CD. 

PROBLÈME XXXIV. 

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A , B , 

et qui touche une circonférence donnée I. • • 

v * ‘ *3 r , ' 

Soit E le point de contact de la circonférence demandée Fig. 171. 

O avec la circonférence donnée I. Menons la droite AB , et 
soit F le point où elle rencontre la tangente commune EF. 

Si nous menons par ce point une sécante quelconque FÜC, 
nous aurons 

FË==FA. FB=FD. FC : 

les quatre points A, B.C, D appartiennent donc à une même 
circonférence. Ainsi, pour résoudre le problème , il faut : 
décrire une circôhfêrence quelconque passant par les points 
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A, B, et coupant la circonférence donnée? tirer les cordes 
AB, CD, et les prolonger jusqu’à leur rencontre en F; 
enfin, mener par ce point des tangentes FÈ, FE' à la cir- 
conférence donnée. Les points E.E'. oii cette circonférence 
t touche les deux cercles cherchés, étant connus, le problème 
s’achève comme celui qui précède. , 

' ' * ’ • 
PROBLÈME XXXV. 

Décrire une circonférence 0 qui passe par un point donné A, et qui touche 
deux droites données M.\ , PQ. 

Fig. 172. Que les droites MN, PQ se coupent ou qu’elles soient 
parallèles, nous pourrons facilement construire leur axe 
de symétrie Cl), axe qui sera aussi celui de toute la figure. 
Si donc nous abaissons AE perpendiculaire à CD, et que 
nous prolongions cette droite d’une longueur égale EA', 
le point A' sera un second point de la circonférence de- 
mandée. 11 suffira donc de faire passer par les deux points 
A, A' une circonférence qui touche la droite PQ : c’est un 
problème que nous savons résoudre. 

' PROBLÈME XXXVI. ,r ; 

Décrire une circonférence 0 qui passe par uu point donné A, et qui louche 
deux circonférences données B , C. / 

Fig. 17ô. Soient D, E les points de contact inconnus. Menons la 
corde ED, et prolongeous-la jusqu’à sa rencontre en F avec 
la ligne des centres. Il est facile de voir que, 'les deux cir- 
conférences B, O se touchant extérieurement en E, ce 
point de contact E est un centre de similitude interne. De 


Digitized t)y Google 


DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 119 

même, les circonférences 0 , C ont pour centre de similitude 
interne le point D. Donc (Théorème VU) , F est le centre 
de similitude externe des deux circonférences données. 

Il résulte de là que si nous prolongeons FDE jusqu’à sa 
rencontre en L avec- la circonférence B, les points D, L se- 
ront homologues dans les deux circonférences données , et 
qu’en appelant H, H', K, K' les points de rencontre de BC 
avec ces deux lignes, nous aurons, 

•PD FK" , v . 

D’ailleurs, EH. FH' = FL. FE; > 

donc, en multipliant membre- à membre, 

FH'. FK' = FD. FE. 

Cette relation nous apprend que les quatre points H', 
K', D, E sont sur une mêmé circonférence. 

Soit maintenant G le point inconnu où la droite AF ren- 
contre le cercle cherché 0 , nous aurons 
* FD. FE=FA . FG; 
d’où , à cause de l’égalité précédente, 

FH'. FK'=FA. FG. 

Ainsi, les quatre points A, II', K', G sont situés sur une 
même circonférence. 

Construction. Après avoir mené la ligue des centres 
BC et avoir construit le centre de similitude F, ou mène 
AF. Par les trois points A, II', K' on fait passer uue cir- 
conférence, laquelle coupe AF en un point G. Il ne s’agit 
plus ensuite que de faire passer , par les deux points A, G, 
une circonférence qui touche l’un des deux cercles don- 
nés : elle touchera en même temps l’autre, et satisfera à la 
question. 

Remarque. Par les points A et G, on peut faire passer 
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deux circonférences tangentes au cercle B. En même temps, 
l’on peut remplacer le centre de similitude externe F par 
le centre de similitude interne. Donc le problème admet, 
généralement, quatre solutions. 

PROBLÈME XXXVII. . 

I J * 

Décrire une circonférence 0 qui passe par nn point donné A , et qui touche 
une droite donnée BC et une circonférence donnée I. 

Fie. 174. Soit E le point inconnu où la circonférence cherchée 
touche la droite BC, et soit Die point de contact des deux 
circonférences. Menons 01 qui passe par ce point D ; joi- 
gnons le centre inconnu 0 au point E; menons par le centre 
donné I la droite F1KH perpendiculaire à BC ; enfin tirons 
les cordes ED, FD, DK. 

Le rayon OE, perpendiculaire à la tangente BC, sera pa- 
rallèle à IF; donc les angles EOD.FID sont égaux comme 

* * * 

alternes internes, et les deux triangles isoscèles EOD, FID 
sont semblables. Par suite, les points E, D, F sont sur 
une même ligne droite. 11 résulte de là que l’angle EDK 
est droit, parce qu’il est supplémentaire de l’angle FDK, 
inscrit dans un demi-cercle. 

Le quadrilatère EDK1I a deux angles opposés droits; 
donc la circonférence décrite sur EK comme diamètre pas- 
serait par les sommets D, H. Nous aurons donc 
FD.FE=FK. FH. 

Soit maintenant G le point où la droite connue AF ren- 
contre la circonférence cherchée 0 ; nous aurons aussi 
FA.FG=FD. FE. 

La comparaison de ces deux égalités donne 
FA. FG=FK. FH. 
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Ainsi , les quatre points A, G, K, II sont situés sur une 
même circonférence. - 

On construira donc aisément le point G, après quoi il 
ne s’agira plus que de faire passer, par les points A, G, 
une circonférence tangente à la droite BC. 

Remarque. Le problème admet, en général , quatre so- 
lutions. 

PROBLÈME XXXV1I1. 

. % • . * t • ■ * 

Décrire une circonférence 0 qui louche deux droites données AB, AC, 
t el une circonférence donnée I. , 

. . <. « , » 

Soient N, P, R les points de contact de la circonférence Fie 
O avec les deux droites données et la circonférence I ; me- 
nons ON, OP, OR; du point O, décrivons une circonfé- 
rence qui passe parle centre I de la circonférence donnée; 
elle coupera les prolongements des droites ON, OP en des 
points M, Q tels, que MN=PQ==1R. Conséquemment, 
si l’on mène aux droites données AB, AC, des parallèles 
A'B', A'C' qui en soient distantes d’une quantité égale au 
rayon IR de la circonférence donnée, ces parallèles seront 
tangentes à la circonférence 01. 

Le problème se réduit donc à trouver le centre 0 d’une 
circonférence passant en un point donné I, et tangente à 
deux droites données A'B', A'C'. 

Remarque. Le problème admet, ordinairement, deux 
solutions. 
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PROBLÈME XXXIX. 

Décrire une circonférence lanjrenlc à une droile donnée IM) 
el à deux circonférences données AN, BM. 

Il peut arriver plusieurs cas : 1° la circonférence cher- 
chée peut toucher extérieurement les deux circonférences 
données ; 2° elle peut les toucher intérieurement ; 5° elle 
pe,ut toucher l’une d’elles intérieurement et l’autre exté- 
rieurement. Ce qui fait, en tout, quatre solutions. 

Fig. 170. Soit O le centre de la circonférence qui touche la droite 
PQ et qui est tangente extérieurement aux deux circonfé- 
rences données. Décrivons, du point O comme centre, une 
circonférence passant par le centre A de la plus petite des 
deux circonférences données : elle touchera la circonférence 
décrite du point B comme Centre avec un rayon BK égal à 
la différence des rayons des circonférences données; elle 
touchera aussi la droite P'Q' menée parallèlement à PQ, à 
une distance de cette droite égale au rayotl AN de la plus 
petite circonférence. La questiun est donc ramenée au pro- 
blème XXXVII. 

Remarque. La droite P'Q' fournira deux des solutions 
du problème. Pour avoir les deux autres, il faudra pren- 
dre la droite P'Q", symétrique de P'Q; relativement à la 
droite donnée PQ. 

PROBLÈME XL. 

Décrire une circonférence tangente à trois circonférences données A, B, C. 

Fig; 177. Première solution. Soit O le centre de la circonférence 
demandée, et soient M, N, P les points de contact inconnus. 
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Menons OA, OB, OC, et décrivons, du point O comme cen- 
tre, une circonférence qui passe par le centre B du plus 
petit des trois cercles 'donnés , et qui coupe les droites 
OA, OC aux points II, K ; elle sera tangente aux cercles 
qui seraient décrits des points A et G comme centres, avec 
AII et CK pour rayons. Le problème est donc ramené à 
celui-ci : décrire une circonférence OB qui passe par un ■ 
point donné B, et qui touche deux circonférences données 
AII, CK. Ce dernier à été résolu ci-dessus : il admet quatre 
solutions. 

En remplaçant les cercles AH , CK par deux cercles 
ayant pour rayons, respectivement, AM-i-BP, CN+BP, on 
obtiendra les quatre autres circonférences qui satisfont à la 
question. 

Seconde solution. L’élégante solution qu'on va lire est. 
due en partie à Bobillier, en partie à M. Gergonne r elle est 
extraite, presque textuellement, de la Géométrie du premier 
de ces deux savants professeurs. . 

Les circonférences données peuvent être touchées toutes 
trois extérieurement ou toutes trois intérieurement; cha- 
cune peut être touchée extérieurement et les deux autres 
intérieurement, ou bien intérieurement et les deux autres 
extérieurement. \ 

Deux circonférences, qui déterminent sur chacune des 
trois circonférences données , un contact extérieur et un 
contact intérieur, sont appelées circonférences conjuguées. 

Considérons les deux circonférences conjuguées abc, Fig- 178. 
a'h'c' qui touchent les circonférences données, l'une exté- 
rieurement et l’autre intérieurement. Le point de contact a' 
est le centre de similitude directe de a'b'c', aa'd'i le point 
a est le centre de similitude inverse de abc, au' a". Donc la 


P 

s 
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droite aa' doit passer par le centre de similitude inverse de 
abc, a'b'c'. Il eu est de même pour bb' et pour et'. Donc ces 
trois droites concourent en un point o, qui est ce centre de 
similitude. Donc si l’on prolonge aa' en s, fet cc' en t, les 
droites os et od, ot et oc seront des droites homologues ; d’où 

jjj7=^;ou os Xoc'=oa Xot. On a aussi ocXol=osXoa ; 

donc ocXoc’^=oaXoa'=obp<,ob' . Le point o est donc le 
centre radical des trois circonférences données. 

La droite ab, passant par le centre de similitude inverse 
de abc , aa'a", et parle centre de similitude inverse de abc, 
bb'b" , doit contenir le centre de similitude directe de aa'a", 
bb'b". 11 en est de même pour a'b'. Donc m est ce centre 
de similitude. De même, m'est le centre de similitude directe 
de bb'b", cc'c" ; enfin m" est le centre de aa'a", cc'c". Donc 
mm'm" est l’axe de similitude directe des trois circonfé- 
rences données. 

On a trouvé plus haut oaXoa'=ocXoc' ; donc les quatre 
points a, a', c, c’ sont situés sur une même circonférence; 
donc m"axw"c=m"a'xm"c'. Ainsi, le point m" appartient 
à l’axe radical des deux circonférences cherchées. On prou- 
verait de la même manière que les points m' et m appartien- 
nent à cet 'axe ; d’où l’on conclut que mm'm", axe de simi- 
litude directe des trois circonférences données, est en même 
temps l’axe radical des deux circonférences conjuguées. 

Puisqu’il en est ainsi, les tangentes en a et a' doivent se 
couper en un point x situé sur cette droite ; et il en est de 
même pour les tangentes en b et b', et pour les tangentes 
en c et c'. • 

La polaire du point x est aa'; donc le pôle p de mm'm," 
doit se trouver sur aa'. Donc les pôles de l’axe de similitude 
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direc\e des trois circonférences données, par rapport à cha- 
cune d’elles, sont placés respectivement sur les trois cordes 
de crnlact aa'', bb', ec\ 

De là , cette construction : 1° tracez l’axe de similitude 
des trois circonférences A, B, C; 2° cherchez les pôles de 
cet axe par rapport à chaque circonférence ; 5° joignez ces 
pôles p', p" au centre radical o. 

. En remplaçant l’axe de.similitude directe par chacun des 
trois axes de similitude inverse, on obtient les trois autres 

couples de circonférences conjuguées. 

y * 

PROBLÈME XL1. 


Décrire une circonférence 0 passant par deux points donnés A, B, cl inter- 
ceptant snr un cercle donné C un arc dont la corde DE ait une longueur 
donnée L. 

* t 

Soit I le point inconnu où la droite AB rencontre la corde Fig. 179. 
DE. Imaginons, par ce point, une transversale quelconque 
IFG. Nous aurons IA.IB=ID. IE=IF.IG. Les quatre points 
A, B, F, G, appartiennent donc à une même circonlérence. 

Et comme le point F a été pris arbitrairement, il résulte de 
ce qui précède que si, par les points A, B, on fait passer 
une circonférence quelconque, mais qui rencontre la cir- 
conférence C, la corde commune passera parjcpnint I, (W 
point étant obtenu, il suffira AenrrPÏÏërlà transversale IDE, 
de manière que la partie DE de cette droite, comprise dans 
le cercle C , ait une longueur donnée L. (Probl. XXXIII , 
liv. II.) 
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»' •' * . .* ** I t 

PROBLÈME XLI1. 

Décrire une circonférence I , qui passe par deux points donnés A , B , 
et qui coupe, suivant un diamètre , une circonférence donnée 0. 

. - t 

Ce problème peut être regardé cofnme un cas particulier 
de celui qui précède. On peut aussi le résoudre directement 
comme il suit. 

Fig. 180. Si l’on joint le point A, au centre O de la circonférence 
donnée, et qu’on prolonge AO jusqu’à sa rencontre en E 
avec la ^circonférence I, on aura OE.OA = OC. OD. On 
pourra donc, en faisant passer une circonférence par le 
point A et par .les extrémités d’un diamètre quelconque 
CTD' , connaître le point E ; et l’on n’aura plus qu’à faire 
passer une circonférence par les points A, B, E. 


; PROBLÈME XL11L 

, t * • • * * . 

Par deux points donnés A , B, faire passer une circonférence 0 telle , que U 
tangente CT menée à celle circonférence par un troisième point donné C, 
ail une longueur donnée L. 

Fig. 181. Menons la droite AC, et soit D le point inconnu où elle 

-»*•**.. i r * ’ * CA CT 

rencontre là-circonférenee. Nous aurons donc AD 

est une troisième proportionnelle aux longueurs connues AC 
et AT ou L. On peut donc déterminer la position du point 
D; après quoi l’on n’aura plus qu’à faire passer une circon- 
férence par les points B, C, D. 
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PROBLEME XLIV. 


Par un point A , extérieur à un cercle 0 , mener une droite ABC qui soit 
partagée en moyenne et extrême raison par la circonférence. 


1° Supposons d'abord (pie la corde BC soit le plus grand Fig. 182. 
des deux segments de la droite ABC, dy; manière que 


CB=AC. AB. 

Si nous menons la tangënte AD, nous aurons 


AD — AC. AB. 

On déduit, de ces deux égalités, BCt=AD. 

- Le problème revient donc h mener par le point A une 
sécante telle, que la partie BC. dé cette droite, comprise 
dans la circonférence, soit égale h une droite donnée AD. 
On sait résoudre celte question. (Probl. XXXDI, liv. II.) 

Pour (jue le problème soit possible , il faut que AD ne 
surpasse pas le diamètre du cercle. Cette condition équi- 


... 

vaut à OA — 0D<40D: d’où, en désignant par R le rayon 
du cercle et par d la distance OA : 
d<Rj/S. 

2° Admettons que le segment extérieur AB soit moyen 
proportionnel entre la sécante entière AC et le segment in- 
térieur BC ; nous aurons 


AB=AC.BC; r 
et, en menant encore la tangente AD, 


AD— AC. AB. 

La première égalité équivaut à la proportion 


V 




AC 


AB 


AB AC-AB' 




X'.u. 
* •*. » 




r* 
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Multiplions tous les termes par AB, et remplaçons AC. AB 
2 

par AD; nous aurons 

ad* 7b* 

' 1 * r 

AB AD —AB 

( ' 

Cette nouvelle proportion démontre que le carré construit 
sur AB est moyen proportionnel entre le carré construit sur 
la tangente AD et- la différence des carrés construits sur 
AD et sur AB ; c’est-h-dire que , pour obtenir AB, il faut 
partager en moyenne et extrême raison le carré construit 
sur la tangente, et chercher la moyenne proportionnelle 
entre les (leux dimensions du plus grand des deux seg- 
ments. • 


On peut simplifier cette construction en observant que 
si AFD est un triangle rectangle , et que FE soit la perpen- 
diculaire abaissée sur l’hypoténuse , du sommet de l’angle 
droit, les carrés des côtés de l’angle droit et le carré de 
l’hypoténuse seront entre eux comme AE, DE et AD. Si 
donc l’hypoténuse est partagée eu moyenne et extrême 
raison au point EJ, nous aurons 

— > — * 

AD_ AF 

• — 1 »» 

AF DF 



— « — < 

AD AF 

AF* Âî)’— ÂF‘ 


Cette proportion, comparée à celle qui précède, nous 
apprend que AB=AF. 

Pour que le problème soit possible , il faut que AB ou 
AF ne soit pas moindre que AI^AO — OD=d — R. Mais 

ÂF=ÂI)'(^^)=(d'-R > )(=±ÿ£!j. La condition 


* 


U 
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cherchée est donc (d * — R*) > (d — R)* , ou 

<d+R)=i^%d-R; •' 

d’où enfin d^R(2+j/5). 

• » • * 


PROBLEME XLV. . ; -' »* 

• • J i . 

Inscrire, à une circonférence donnée 0, un triangle isoscèlc ABC, 
connaissant la somme a de sa base et de sa hauteur. 

Prenons sur le diamètre Cl, à partir du point C, la dis- p le 133 . 
tance CE égale à a. Prenons ensuite , sur la tangente CT, 

CF égale à |. Si nous menons EF, cette droite rencontrera 

généralement la circonféreuce en deux points B, B', som- 
mets de deux triangles CAB, C'A 'B', qui satisferont à la 
question. 

11 résulte, en effet, de cette construction, que AB=DE; 
donc AB + CD— CE=a. 

Remarque. Pour que le problème soit possible , il faut 
que le pied P de la perpendiculaire abaissée du centre sur 

EF, ne soit pas extérieur au cercle. Or, OP=CF. gg, ou 


fl— -R. 

OP=-p^- , R étant le rayon. La condition de possibilité 
est donc ^??R. 
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PROBLÈME XLVI. 



A an cercle donné 0, inscrire un trapèze ABCD ayant une hauteur donnée A, 
et équivalant à un carré donné ni*. 


Fig. 184. Menons le diamètre OEF perpendiculaire aux deux bases, 
et le rayon OIIL perpendiculaire au côté BC du trapèze : 
le point H sera le milieu de ce côté. Joignons ce point 
au milieu G du côté opposé, par la droite HMG. Enfin, 
menons LN parallèle à GII, et CP perpendiculaire à cette 
"• droite. 

Le trapèze a pour mesure GH. EF ; donc la longueur de 
GH peut être regardée comme connue : appelons-la a. 

La question se réduit évidemment à déterminer le milieu 
L de l’arc BC, ou la longueur de LN. 

Or, les deux triangles LNO, HMO sont semblables; 

donc MH=îOH. 

De même, les deux triangles LNO, CPH sont semblables, 
et donnent CP=CH.g. 

Élevant au carré, et ajoutant, on obtient 

* * */i v\t 

MII+CP=OC.Q ; 

d’où FII=LN. 

Ainsi, la droite cherchée LN est égale à l’hypoténuse 
d’un triangle rectangle dont les côtés seraient \a et jfc. 
Cette droite est donc connue. 


'Die 
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PROBLÈME LVII. 

Constrnïre un triangle ABC semblable à nn triangle donné MNP, et dont 
les sommets soient situés sur trois circonférences concentriques don- 
nées. 

•* R.. 'î* . ’ ( J 

Si nous construisons un point I tel, que ses distances aux Fig 
sommets M, N, P du triangle donné soient entre elles comme 
les rayons des trois circonférences données, les deux figures 
ABCO, MNPI seront semblables. 11 suffira donc, pour dé- 
terminer le triangle ABC, de tracer arbitrairement le rayon 
OA, et de raeîler les rayons OB, OC. de manière que les 
angles AOB. AOC soieiit respectivement égaux à MIN et 
M1P. 

x . . n| . i .u , » y . •’ * i * ? 

Remarques. 1° On obtient le point I par l’intersection 
de deux circonférences ; conséquemment, le problème pro- 
posé admet, en général , deux solutions essentiellement 
différentes. Ces deux solutions se réduisent à une seule, si 
les circonférences qui déterminent le point I sont tangente» 
l’une à l’autre. Enfin, la problème peut être impossible, 

2® La construction ne change pas lorsque deux des cir- 
conférences données deviennent égales entre elles, ou lors- 
que les trois circonférences se réduisent à une seule. D;ui» 
ce dernier cas, le problème n'admet plus qu’une solution, 
parce que le point I résulte de l’intersectiou de deux 
droites. \ 
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* •'? ’ • 

PROBLÈME XLVII1. 

/ 

Tronver, sur «ne droite donnée MM, uu point C te], que la somme de ses 
distances à deux points donnés A , B soit égale à une longueur don- 
née L. , ,, 

Fie 186. Supposons la droite inconnue AC prolongée d’une quan- • : 
tité CD égale à CB : nous aurons AD = L ; en sorte que 
le point D sera situé sur la circonférence DD', décrite du 
point A comme centre, avec L pour rayon. 

Remarquons maintenant que si nous abaissons BGH per- 
pendiculaire à MN, et si nous prenons GII=GB, les deux 
obliques BC, HC seront égales entre elles ; d’où il résulte 
que le point cherché C est le centre de la circonférence 
passant par les trois points B, 11, D. De plus, les deux 
circonférences BDH, DD' se louchent en D, car ce point D 
est situé sur la ligne des centres. 

On a vu précédemment (Probl. XXXIV) comment on dé- 
termine une circonférence tangente à une circonférence don- 
née, et passant par deux points donnés. Conséquemment, 
on est conduit à la construction suivante. 

Du point donné A, comme centre, avec L pour rayon, on 
décrit la circonférence DD'. D’un point quelconque N de la 
droite donnée MA, comme centre, on décrit une circonfé- 
rence passant au point donné B , et coupant la première 
circonférence aux points E, F. On mène la corde EF, que 
l’on prolonge jusqu’à sa rencontre en T avec BH perpen- 
diculaire à MA. On construit les points de contact D, D' des 
tangentes menées du point T à la circonférence DD’. Les 
rayons AD, AD' fournissent, par leurs intersections avec 
MN, deux points C, C', qui satisfont à la question. 
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Discussion. 1° Lorsque le point II, symétrique du point 
• B par rapport à la droite MN, est intérieur à la circonfé- 
rence DD', on peut, par ces deux points, faire passer deux 
circonférences qui touchent la première. Donc le problème 
admet deux solutions. 

2° Si le point II est sur la circonférence DD', il se 
confond avec le point de contact D, et alors le problème 
n’admet plus qu’une solution. En même temps le point C, 
qui se trouve alors en I, h l’intersection de Ail avec MN, 
est le point de cette dernière, droite pour lequel la somme 
des distances aux deux points donnés est un minimum. 
(Probl. I, liv. I.) 

5° Enfin, quand le point H est extérieur à MN, le pro- 
blème proposé est impossible. 

Remarque. On sait que le lieu des points tels, que la 
somme des distances de chacun d’eux à deux points fixes 
A et B, soit une constante L, est une ellipse ayant A et B 
pour foyers, et dont le grand axe est égal à L. Conséquem- 
ment le problème que nous venons de résoudre peut être 
énoncé , en ces termes : Construire les points de rencontre 
d'une droite donnée et d’une ellipse non tracée, tuais dont le 
grand axe et les foyers sont donnés. 

PROBLÈME XLIX. 

Trouver, sur une droite donnée MN , un point C tel , que la différence de 

ses distances à deux points donnés A , B soit égale à une longueur 

donnée L. t 

a % 

L’analyse de ce problème est la même que celle du pro- 
blème précédent. Elle donne lieu à la construction indiquée 
dans la figure 187. 


\ 
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Remarque. On sait (pie le lieu des points tels que la 
différence des distances de chacun d’eux à deux points • 
fixes A et B, soit une constante L, est une hyperbole ayant 
. À et B pour fbyers et dont Y axe transverse est égal à L. ' 
Conséquemment, le problème que nous venons de résoudre 
peut être énoncé en ces termes : Construire les points de 
rencontre d'une droite donnée et d’une hyperbole non tracée, 
mais dont l’axe transverse et les foyers sont donnés. 

. ■ ■ À- 

, r . jfT- 

PROBLÈME L. 

Inscrire, à un cercle donné 0, un triangle MNP, dont les côtés soient parallèles 
à trois droites données VB , CD, EF. 

Fig. 188. Par un point quelconque G de la circonférence, menons 

GH parallèle à EF, et GI parallèle à CD : l’angle HGl, 

étant égal à l'angle cherché P, les cordes interceptées IH, 

MN, seront égales entre elles. Il suffira donc, pour obtenir 

MN, et, par suite , pour déterpiiner le triangle demandé, 

• • 

de résoudre la question suivante : Inscrire à une circon- 
férence donnée, une corde parallèle à une droite donnée et 
égale à une autre droite donnée. C’est là uu problème 
très-simple. 

Remarque. On . trouve deux triangles satisfaisant à l’é- 
noncé. Ces deux triangles sont symétriquement placés par 
rapport au centre O. 

. ' • • * ■ 
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PROBLÈME LL 
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Inscrire, à un cercle donné 0, un triangle MNP, dont deux côtés soient pa- 
rallèles à deux droites donnée; AB, CD, et dont le troisième côté passe 
par un point donné L. 


Si l’on cherche, comme dans le problème précédent, Fig. 189. 
une corde III égale au côté inconnu MN, on n’aura plus, 
pour déterminer le triangle MNP, qu’à appliquer la con- 
struction indiquée au problème XXXIII, livre IL 
Remarque. Le problème admet toujours, comme solu- 
tions, deux triangles symétriques relativement à la droite 01. * ' ’ 

PROBLÈME LIL 

Inscrire, à un cercle donné 0, un triangle MNP dont deux côtés passent par 
deux points donnés A, B, et dout le troisième côté soit parallèle à une 
droite donnée CD. 


Par le sommet inconnu N, imaginons NE parallèle à AB, Fig. 190. 
et menons la corde EM. Soit F le point où cette droite, 
prolongée s’il est nécessaire, rencontre AB. Si ce point F 
était connu, le problème pourrait être regardé comme ré- 
solu , car l’angle ENM étant égal à celui des droites AB, 

CD, la corde EM pourrait être déterminée de grandeur, et 
ensuite de position. 

Pour trouver le point F, observons que les angles E, F 
sont égaux comme alternes internes, et que les angles E, P 
sont égaux comme inscrits dans le même segment ; donc 
les angles P, F sont égaux ; donc les triangles PAB , 

MAF, qui ont un angle égal et un angle commun, sont 
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t ’ 

équiangles et semblables. Nous avons donc ^ = 

ou AM. AP=AB. AF. Or, le rectangle AM. AP est con- 
stant ; de telle sorte que si l’on mène une sécante quel- 
conque AGH, on aura encore AG. AH = AB. AF. Dans 
\ cette égalité, tout est connu, excepté AF. De plus, nous 
voyons que les quatre points G, H, B, F sont sur une 
même circonférence. Il sera donc bien facile de construire 
( le point F. . 

PROBLÈME LUI. 

• Inscrire , à un eerclc donné , un triangle MNP, dont les côtés passent 

par trois points donnés A, 6, C. 

Fig. 191. Imaginons encore, comme dans le problème précédent, 
NE parallèle à AB, puis la corde EMF qui rencontre AB 
en F. Nous pourrons, comme ci-dessus, construire le point 
F, après quoi il ne s’agira plus que d’inscrire dans le cercle 
O un triangle EMN dont deux côtés passent par deux 
points donnés C, F, et . dont le troisième côté soit parallèle 
à une droite donnée AB : ce problème est précisément celui 
qui précède. 

Remarque. Le problème que nous venons de résoudre 
est connu sous le nom de Problème de Castillon. Résolu 
d’abord par ce géomètre, il l’a été ensuite de différentes 
manières, par Lagrange, par Giordano di Ottaiano, et par 
Malfatti. (Voyez Nouvelles Annales de Mathématiques, t. III, 
page 463.) 


» 


.t 
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PROBLÈME L1V. 

Inscrire, à nn cercle donné 0, mr polygone dont nn côté passe par nn point 
donné A , et dont tous les autres côtés soient respectivement parallèles i 
des droites données. . • ; . 

Il y a deux cas à distinguer, suivant que le nombre n des 
côtés du polygone est impair ou pair. 

4° n impair. . ' - ' , . 

Inscrivons dans la circonférence, à partir d’un point Fig. 492. 
quelconque M', une ligne brisée M'N'P'Q'R'S'T' dont les 
côtés soient, respectivement, parallèles aux directions don- 
nées. Nous obtiendrons ainsi un arc M'IT' égal à l’arc 
inconnu MIT. En effet, MTT=MIT+ MM'— TT'; et, à 
cause des couples de cordes parallèles, MM'=NN'=... 

= TT'. Par suite, la corde M'T' sera égale au côté inconnu 
MT. Il ne s’agira donc plus que d’inscrire une corde MT, 
égale à une autre corde M'T', et dont la direction passe 
par le point A. C’est un problème que nous savons ré- 
soudre. (Probl. XXXIII, liv. II.) 

2° n pair. 

Si nous effectuons la même construction, il en résultera, Fig. 193. 
à cauâe de MM'=SS', que M'S' sera parallèle au côté in- 
connu MS. Et comme ce côté doit passer par le point donné 
À, il est complètement déterminé. Le problème est donc 
résolu. 

PROBLÈME LV. 

• • , 

Inscrire, à un cercle donné 0, nn polygone MXPQ... dont les côtés passent 
respectivement par des points donnés A, B, G... 

Soient PQ, QR deux côtés consécutifs, lesquels doivent Fig. 494. 
passer respectivement par les points D, E. Joignons cej 
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deux points par une droite, et soit, comme dans le Pro- 
blème LU, PP' une parallèle à cette droite. Soit F le point 
de rencontre de DE avec la corde P 'R. On verra, comme 
dans le problème cité, (pie le point F peut aisément être 
déterminé. Par suite, la recherche du polygone MNPQR 
est remplacée par celle du polygone MNPP'R, dans le- 
quel le côté PP' doit être parallèle h une droite don- 
née et dont les autres côtés doivent passer par des points 
donnés. 

Semblablement, la recherche de ce dernier polygone 
sera remplacée par celle d’un nouveau polygone ayant deux 
côtés parallèles il deux droites données et dont les autres 
côtés passent par des points donnés. 

En continuant de la sorte, on réduira la solution du pro- 
blème qui nous occupe à celle du problème précédent. 

. J 

PROBLÈME LYI. 

• * . • . ' • ✓ ■ 

Circonscrire, à un cercle donné 0, un triangle MNP dont les sommets 

soient situés sur trois droites données X, Y, Z. 

. . , ** 

Soit DEF le triangle inscrit qui aurait pour sommets q 
les points de contact de la circonférence O avec les côtés 
du triangle circonscrit MNP. 11 est clair que les sommets 
du second triangle sont les pôles des côtés du premier. 
Conséquemment, la droite X, qui passe par le point M, 
doit avoir son pôle A situé sur EF. De înême, les pôles 
B, C des deux autres droites données sont situés sur FD, 

DE. 11 faudra donc, pour résoudre le problème proposé-: 
Chercher les pôles A, B, C des droites données; con- 
struire le triangle inscrit DEF, dont les côtés passent par 
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ces trois points (Probl. LUI); mener, par les sommets de 

ce triangle, des tangentes à la circonférence 0. 

Remarque. La solution que nous, venons d’indiquer est 
une application de la Théorie des polaires, réciproques. 

; - PROBLÈME LVII. 

On donne une circonférence 0 et un point A de celle ligne. Par ce point on 
mène une sécante quclconqfte sur laquelle on prend un point G tel, que 
le rectangle de la sécante entière et de sa partie extérieure soit égal à 
un carré donné m’. Quel est le lieu géométrique du point C? 

Si par le point C, on mène au cercle donné la tangente Fig. 196. 

CM, on aura CM=AC. CB; donc CM=m. 

Dans le triangle rectangle OMC, on connaît le côté OM 
égal au rayon de la circonférence, et le côté MC, égal à M ; 
on peut donc construire ce triangle et connaître ainsi la 
distance OG du centre 0 à un point C quelconque du lien ; 
par conséquent ce lieu est la circonférence décrite du point 
0 comme centre, avec OC pour rayon. 

PROBLÈME LVIH. 

Étant donnés quatre points A, B, C, D sur une droite indéfinie, on demandé 
quel est le lieu géométrique des points M tels, que les angles AMB, CMD 
soient égaux entre eux. 

Les triangles AMB, CMD ont un angle égal ; Ils ont aussi Fig. 197. 
même hauteur ; donc 

AMB AM.BM AB 

CMD CM, DM CD’ 
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Les deux triangles AMC, BMD donnent semblablement, 


AMC 
BMD = 


AM. CM 
BM.DM 


AC 

BD' 


Si l’on multipbe terme à terme, on obtient 


AM 

DM* 


.AB. AC 
CD. BD’ 


Soit p la moyenne proportionnelle entre AB et AG; soit 
q la moyenne proportionnelle entre CD et BD : la relation 

... _ — ft * ' 

précédente deviendra = ou gÈr— -• 


BM 


Les distances AM, BM étant dans un rapport constant, 
le lieu demandé est une circonférence qui a son centre sur 
la droite donnée, et que l’on construira facilement. 


PROBLEME L1X. 

• • * t » 

Par un point fixe A , situé sur une circonférence donnée 0, on mène une 

transversale ABM, sur laquelle on prend le point M, de manière que 
AB . AM=wi*. Quel est le lieu des points M? 

Fin. 198. Menons le diamètre AOC ; abaissons, sur ce diamètre, 
la perpendiculaire MD ; enfin, menons la corde BC. 

Les deux triangles rectangles ABC, ADM sont sem- 

blables; donc xm=âd’ Cette proportion donne 
AC. AD = AB. AM = m* ; 

d’où AD=^. Ainsi le point D est fixe; et, par consé- 
quent, le beu demandé est une droite EF, perpendiculaire 
à AC. 
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PROBLÈME LX. 

Étant donnés une droite indéfinie MX r et un point C hors de celte droite , 
on mène de ce point une droite quelconque CB jusqu’à la rencontre de MX, 
puis l’on divise CB en deux parties CA, AB telles, qu’on ait CB . CA =m-. 

Quel est le lieu géométrique des points A? 

• v ' * » viM • .s . 

Abaifesons CB' perpendiculaire h MN, et divisons cette Fig. 199. 
droite au point A', de manière que CB'. CA '=« 1 *; nous au- 
rons CB.CA=CB'.CA', ou g. 

Si donc nous menons AA', les deux triangles CBB' et * 

CAA' seront semblables comme ayant un angle égal com- 
pris entre côtés proportionnels ; par suite, l’angle CAA', 
égal à CB'B, sera droit; donc le lieu géométrique demandé 
est la circonférence décrite sur CA' comme diamètre. 

% ' f ! • 

% ’ * f ~ 

PROBLÈME LX1. . * 

Par l’une des extrémités d’un diamètre AB du cercle 0, on mène une trans- 
versale ACD, sur laquelle on prend CD=mAC, m étant un nombre donné. 

Un joint le point D au centre du cercle, par la droite OD ; enfin on trace 
.> la corde BC, qui rencontre CD en M. Quel est le lieu du point M ? 

Du centre 0, abaissons OE perpendiculaire à AC : le p 1G . 200. 
point E sera le milieu de cette corde. De plus, OE étant 
parallèle à BC, nous aurons 0D=(2m+l)0M; donc les 
lieux décrits par les points M, D sont semblables, et ils 
ont, pour centre de similitude, le point 0. Or, pour la même 
raison, le lieu décrit par le point D est une circonférence 
qui touche en A la circonférence 0. Donc le lieu du point 
M est pareillement une circonférence. 
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O» peut remarquer que cette ligne touche en B la cir- 
conférence donnée, et qu'elle coupe le rayon AO en un point 

G tel, que OG=^. 

», * 

PROBLÈME LXII. 

Quel est le lieu des poinls tels , que la différence des carrés des dislances 
de chacun d’eui ù deux points donnés A, B, soit éjralc è un carré donné 
m ' 1 ? • . . • 

» ■ ' « 4 • 

M étant un point du lieu cherché, abaissons MP perpen- 
diculaire à la droite qui joint les deux points, et menons 
MA, MB. Nous aurons 

ÂM^ÂP + MP, 6M=BpVmÎN . 

_2 __2 __2 

donc AM — BM— AP-r- BP=roV . .. • 

Cette relation donne AP — PB=^; donc le point P est 

fixe ; doiic le. lieu demandé est une perpendiculaire à AB 
perpendiculaire dont on peut aisément obtenir un point 
quelconque.’ • » 

. • . ! Mt 1 .*»’ 

PROBLÈME LXII1. 

* • v 

Élaut donnés deux points A , B, ou demande de trouver le lieu des points C 

_j 2 • 

satisfaisant à la relation m AC-f-n BC= L‘, dans laquelle rw, »i, L sont 
des nombres donnés et une longueur dénuée. 

Partageons la distance AB en deux parties AI), BD qui 
soient en raison inverse des nombres m, H; nous aurons 
(Théorème XXXVIII) : 

—2 Z_ï 

BD. AC-H AD. BC = (CD-h AD. BD) AB ; 
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ou, en remplaçant BD par AB, et AD par AB : 

• ^ * l ' W ' • ‘ h 

. mÂC+n|C==(m+n)GDV^ÂB* r.- ' ' 

La relation proposée devient donc 

(»»+») CD+^ ÂbLl». ^ 

Celle-ci exprime que la distance CD est constante : 
donc le lieu du point C est une circonférence. 

Remarque. Si m et n étaient des uombres entier, on 
pourrait supposer que m points sont confondus en A et que 
n points sont confondus en B. Alors le point D serait le 
centre des moyennes distances de ces deux groupes de 
points ; et le problème, proposé serait un cas particulier 
de celui-ci : trouver le lieu des 'points tels que la somme des 
carrés des distances de chacun d'eux à des points donnés, 
soit équivalente à un carré donné. Nous savions déjà (Théo- 
rème III) que ce lieu est une circonférence ; niais comme 
les nombres m, n pourraient n’avoir pas de commune me- 
sure, une solution directe était nécessaire. % 

- ' * ( ’•**.. . 

‘ PROBLÈME LXIV. 

Étant donnés deux points K , B, on demande de trouver le lien des points C 

— 2—2 

satisfaisant à la relation mAC — «BC=L î , dans laquelle ni, n, L sont 

des nombres donnés et une longueur donnée. 

% 

Ce problème se résout absolument comme le précédent : Fig. 202. 
le lieu est une circonférence dont le ceutre partage AB en 
deux segments soustractifs AD', BD' inversement propor- 
tionnels aux nombres m, n. 
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PROBLÈME LXV.- . 

On donne deux groupes de points, et l’on demande quel est le lieu des points 
tels, que la somme des carrés des distances de chacun d’eux aux points 
du premier groupe , diminuée de la somme des carrés de ses distances 
,, aux points du second groupe, soit égale à un carré donné wi*. 

Fig. 203. Soient A, B, 0,... les points, en nombre », appartenant 

, au premier groupe, et A', B', C',... les points, en nombre 
»', composant le second groupe. Soient 0, 0' les centres 
des moyennes distances relatifs à ces deux groupes de 
points. 

Nous aurons {Théorème III) : 

âm+bmVcm+ ...=IÔ + BO +C0 +... + «ôm! 

Â^1 + B'M+C'M+ • • .^Â^'+ï^'Vc 7 Ô'V . • • +nW ; 
d’où, en retranchant, 

m a ='(Âo+Bo+co+.-.)— (mw+...) 

, -i-nOM-- n'O'M. 

Cette relation donne nOM — n'0'M=K*, 
en représentant par K une droite que l’on peut regarder 
comme 'conflue. 

Le problème est donc ramené à celui qui précède, et le 
lieu est une circonférence. 

PROBLÈME LXV1. 

’ 

Quel est le lieu des points tels , que les tangentes MT , MT , menées de 
chacun d’eux à deux cercles dounés 0, 0', soient entre elles comme deux 
longueurs données m, m'? 

Fig. 204. Si nous menons les rayons OT , OT' passant par les 
points de contact, nous aurons 
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MT==OM— 01\ MT'Lo'M— O'T'; 


conséquemment, 


— i — i 

OM — OT 


m* 


O'Jd-OT 


Cette proportion tjonne 

m'*. OM — m».0'M=m' t .0T — ni*. CpT^. 

Ainsi, la différence des carrés des distances OM, OM', 
respectivement multipliés par des nombres donnés, est 
constante. Donc le lieu est une circonférence. 


PROBLEME LXVII. 


Quel est le lieu géométrique d’un point M tel, que ta distanee à la base AB 
d’un triangle isoteèlc donné , soit moyenne proportionnelle entre ses dis- 
tances aux deux autres côtés? 

lf t ' - - ► “ 

D’un point quelconque M du lieu, abaissons MQ, MN, Fig. 205. 
MP perpendiculaires sur les côtés du triangle. Nous aurons 

MnLmQ.MP, ou 

MQ MN 

MN MP* 

Les angles QMN, ABC sont égaux, comme ayant les 
côtés perpendiculaires, chacun à chacun. De même, l’angle 
NMP est égal à BAC. Dqnc les angles QMN, NMP sont 
égaux entre eux. 

Il résulte de là que les triangles MQN, MNP sont sem- 
blables, comme ayant un angle égal compris entre côtés 
proportionnels ; et, par suite, que les triangles QBN, NAP 
sont équiangles entre eux. Donc les deux quadrilatères 
MQBN, MNAP sont semblables. 

Menons les diagonales MB, MA : nous formerons deux 
triangles rectangles MQB, MNA, lesquels, à cause delà 

10 
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similitude (les quadrilatères, seront semblables ; donc les 
angles MBQ, MAB seront égaux entre eux; d’où il suit 
que l’angle AMB sera constamment égal à l’angle CB A du 
triangle donné. Le lieu du point M sera Mono la circonfé- 
rence tangente en A et en B aux deux côtés AC, BC. 

Remarque. Les extrémités I), E du diamètre ÇOE, sont 
les centres des cercles inscrit et-ex-inscrit au triangle ABC. 

» * î i * 

■ , ^ , x ' * «*** . 4 

PROBLÈME LXVIII. 

Quel est le lieu des points M d'où deux cercles 0, 0’ sont vus 
sous des angles égaux ? 

i ' • * . . x . • ' 

Fig. 206. Menons, du point M, deux tangentes MA, MB au cercle 
- O : l’angle AMB est celui sons lequel un observateur, placé 
en M, verrait le cercle O. Menons de mêfae les tangentes 
MA', MB'. Il faudra, d’après l’énoncé, qiie les angles 
AMB, A 'MB' soient égaux entre eux. 

Or, si nous joignons les deux centres au'point M et aux 
points de contact A, A', par les droites OM, O'M, OA, 
O'A', nous formerons deux triangles, rectangles dans les- 
quels les angles en M, moitié d’angles égaux, seront égaux 
entre eux; donc ces triangles seront semblables; et nous 
aurons 

' • . OM Ok 

. . . OM - C’A" 

Les distances du point Mj aux centres O, O' étant dans 
un rapport constant, le lieu de ce point sera une circonfé- 
rence ayant son centre sur la ligne- des centres. 

Pour déterminer complètement cette ligne, menons les 
tangentes communes CC', DD', el soient T, T' les points 
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où elles cpupent la ligue des centyes; nous aurons, par 
un théorème connu : 

. OT OT' QA_ 

• • . • OT = * OT OA’* 

Il suit de Ih que le lieu des points M est la circonférence 
décrite sur TT' comme diamètre. • 

* I 

* » „ . i t 

. , / . . . 

PROBLÈME LXIX. ' 

\ ’ 1 » ’ * 

Quel est le lieu des points réciproques des points d’une droite donnée AB, 

relativement à un cercle donné C? 

’*«• * " * • * t • **• , 

Soit GH la polaire d’un point quelconque D de la droite Fig. 207. 
AB, et spit M le point de rencontre de GII avec le rayon 
CD : les points M, D seront réciproques (Théorème XIX). 

D’ailleurs, la polaire GII passe. par le pôle P de AB (Théo- 
rème XXIII) ; doue le lieu cherché est la circonférence dé- 
crite sup CP comme diamètre. 

; PROBLÈME LXX. f. ’ 

Quel «t le lien des points réciproques des points d’ime circonférence 
' donnée 0, relativement à un cercle donné G! • 

M' étant le point réciproque d’un point quelconque M[ Fig. 208. 
pris sur la circonférence C, nous aurons 

CM.CM'=CA. 

Prolongeons la transversale CM jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre de nouveau en N la circonférence 0 , et menons la 
tangente CT; nous aurons aussi : 

CM. CN— CT." 

Ces deux relations donnent 
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. » » * * 

Ainsi, les deux rayons CN, CM' sont dans un rapport 
constant; donc le lieu demandé est une circonférence. 

Pour obtenir à la fois le centre et le rayon de cette ligne, . . 

construisons la polaire T"T'0' du point de contact T. Nous 

* 

aurons d’abord CT'=^r; puis, à cause des parallèles 
OT, O 'T' : 

co’ ot cr • 

CO ■ OT “ CT • 

Les points O', T' sont donc homologues des points O, T. 
Remarques. 1° La position et la grandeur du cercle O' 
varieront avec la valeur du rapport gçl Si l’on veut que ce 

cercle se confonde avec le cercle O, il faudra que CT=CA; 

Fio. 209. dans ce cas, les deux rayons CT, TO étant perpendiculaires 
entre eux, ces deux rayons sont des tangentes, et les deux 
cercles C, O se coupent orthogonalement. 

2° Si nous menons un rayon vecteur CM'M, nous aurons 

CM.CM'=Cf a =CÂ S ; donc les deux points M, M' sont 
réciproques. Déplus, si nous menons MT perpendiculaire 
à CM, cette droite, polaire du point M, passera évidemment 
par l’extrémité P du diamètre MOP. Donc , quand deux 
cercles se coupent orthogonalement, la polaire d'un point 
du premier, prise par rapport au second, passe par le point 
diamétralement opposé au premier point. 

f *• » 

PROBLÈME LXXI. 

Quel est le Heu des point» tels, que les polaires de chacun d’eux, par rapport 
à trois cercles donnes 0, 0', 0”, se coupent en un même point! 

. \ . » ( . ’ . 

Fie. 210. Par uu point quelconque N, faisons passer une circonfé- 
rence I, qui coupe orthogonalement les cercles O', O", et 
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uue circonférence I', qui coupe orthogonalement les cercles 
O, O". D’après la remarque qui termine le problème précé- 
dent, les polaires du point N, relativement aux cercles 
O', O", se coupent en P, à l’extrémité du diamètre NIP. 
> De même, les polaires de N, par rapport aux cercles O, O", 
se coupent à l’extrémité P' du diamètre NIP'. 

Pour que les points P et P' se confondent, il faut et il 
suffit que le point N appartienne à la circonférence qui 
coupe orthogonalement les trois cercles donnés. Cette cir- 
conférence est donc le lieu cherché. 

*V . . v i . ,» , * ' ' 

Remarque. Cette même circonférence est le lieu des 

points de rencontre des polaires. Elle a pour centre le 

• . 

centre radical des trois cordes données. 

> • * • ‘ * * 

• * 

PROBLÈME LXXII. 

Par nn point donné A, on mène nne transversale qui coupe, en deux points 
B, C, une circonférence donnée 0. Par ces deux points, on mène les tan- 
gentes BT, CT, puis BD perpendiculaire à CT, et CE perpendiculaire à 
BT. Quel est le lieu des points M de rencontre de ces perpendiculaires? 

N ' . 

La droite BD , perpendiculaire à la tangente CT, est pa- 
rallèle au rayon OC; de même CE est parallèle au rayon 
OB. Il résulte de là que OBMC est un losange, et que BC 
est perpendiculaire au milieu de OM. 

Le lieu du point M est donc un arc décrit du point A 
comme centre, avec OA pour rayou. 


Fig. 2H. 
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• S 1 £■ ♦ , ^ \ ( • 

PROBLÈME LXXIH..’ 

' ' . ' • * 4 « - « 

tant données une droite fixe AB et deux perpendiculaires indéfinies AC, 
Bl) ; on coiîpf ces dernières par une transversale quelconque EF ; ou prend, 
Sur ÀB , tin point P tel , que le rectangle des deux segments de AB soit 
équivalent au rectangle des deux segments détermines sur les perpéndl* 
culaires; puis, du point P, ou abaisse PM perpendiculaire à EF. Quel 
" est le lieu du point M? • * • . . • 

J 

Fig. 212. Dahs le quadrilatère ÀPME, les angles en À et en M sont 
droits; donc ce quadrilatère est inscriptible à la fcirconfé- 
retteé décrite sur EP comme diamètre. De même, Si nous 
décrivons une circonférence sur PF comme diamètre , elle 
passera par les points M, P. ' ’ 

Actuellement , menons AM et MB ; nous formerons ainsi 
deux angles AMP, BMP, respectivement égaux à AEP, * 
BFP, tomme ayant mêmes mesurés que ceux-ci. 

Or, les triangles rectangles EAP, PBF sont semblables, 
attendu que, par hypothèse, AE.BF= PA. PB, ou, ce 

qui est équivalent, pf ® ouc I e8 a,1 g^ es AEP, BFP 

sont complémentaires; et, par conséquent, les angles AMP, 

- BMP Sont pareillement Complémentaires. 

Il résulte de là qne l’angle AMB est droit. Le lieu cherché 
est donc la demi-circonférence dédite sur AB comme dia- 
mètre. 

Remarque. Lorsque le point E reste fixe et que la trans- 
versale EF tourne autour de ce point, le point M décrit la 
circonférence AMB. Pour une seconde position du pointE, 
on obtient la même circonférence; et ainsi de suite. Le lieu 
géométrique proposé se compose donc, en réalité, d’itnt? 
infinité de circonférences superposées. 
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PROBLEME LXXIV. 


Trouver, sur la droite qui joint les centres 0, 0’ de deux triangles équilaté- 
raux ABC, A’B'C', un point AI tel, que la somme des carrés de ses dis- 
tances aux. sommets du premier triangle, soit à la somme des carrés de 
scs distances aux sommets du second triangle, dans un rapport donné 


.a’I 


Soient 0 et’O' les centres des deux triangles. D’après Fig. 213. 
le Théorème III, la somme des carrés des distances du 
point inconnu M aux sommets du premier triangle, est égale 

à 5MO + 5A0. Semblablement, la somme des carrés des 
distances du même point M aux sommets du second trian- 


gle, a pour expression 3M0'4-3 A'ü'. La condition pro- 
posée équivaut donc à - ' ‘ 


moVaô* 

mo'VAo 5 * 


m 

m" 


Celle-ci se réduit Ji 


4 . 


m'. MO — m.M0'=m.A'0' — m'. AO. 

Le point cherché M est donc à l'intersection île la droite 
00' avec le lieu des points dont les distances aux centres 
0, 0' satisfont à cette dernière relation. Nous savons que 
ce lieu est une circonférence (Problème LXVI). La question 
peut donc être regardée comme résolue. 

Remarque. La solution ne se compliquerait pas si l’on 
remplaçait les deux triangles par deux polygones quel- 
conques. 
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PROBLÈME LXXV. , 

e * , , 

- » 

Construire un cercle tel, que les angles circonscrits , dont les sommets se- 
raient trois points donnés A, B, G, soient respectivement égaux à des 
angles donnés 2a, 2j3, ïy. \ 

• • t | U ' « f i 

Fig. 214. Soit O le cercle cherché. Menons les tangentes AD, AD', 
RE, BE', CF, CF'. Menqns aussi les rayons OD, OE, OF. 
L'angle DAD, moitié de DAD\ sera égal à a. De même, 
les angles EBO , FCO seront respectivement égaux à (3 et 
à y. D'ailleurs, les triangles ADO, BEO, CFO sont rec- 
tangles. 

Si donc, d’un point arbitraire O', pris en dehors d’une 
droite indéfinie XY, nous menons la perpendiculaire O'I, 
puis les obliques O 'A', O'B', O'C', faisant avec XY des 
angles égaux à a, J3, y, il résultera, de cette construètion, 
des triangles A'IO', B'IO', C'IO', semblables aux pre- 
miers triangles.- : 

t . 

La comparaison des côtés homologues donnera 
en o x oi cvb’ oi oc' t , 

OD OA’ EO OB’ OF~~Oe' 

d'où, à cause de OD=OE=OF : . - 

OA OA' OA QX 

OB OB'* OC O'C" 

Les distances du point 0 aux points A, B, C étant pro- 
portionnelles à des longueurs connues, ce point sera dé- 
terminé par l’intersection de deux circonférences que l'on 
obtiendra facilement. 
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PROBLÈME LXXVI. 

i » 

Construire un cercle 0 tel, que les tangentes menées à ce cercle par trois points 
donnes A, B, C, aient des longueurs données a, b, c. 

Première solution. Les trois triangles rectangles ADO, Fig, 214. 

BEO, BFO donnent 

AO — BÜ — b*— QO— c* ; , . . 

d’où, en supposant a>ù>c . 

AO— B 0=a'—b', BÔ— C Ô=f— c». 

La différence entre les carrés des distances du centre 
inconnu aux points A , B doit donc être égale à un carré 
donné. Il en est de même pour la différence entre les carrés 
des distances de ce point aux points B, C. Conséquem- 
ment, on construira ce centre par l’intersection de deux 
circonférences. 

Le centre O étant connu, on obtiendra le rayon OD en 
construisant le triangle rectangle ADO, dans lequel on con- 
naîtra l’hypoténuse et un côté de l’angle droit. 

Seconde solution. Des points A, B, C comme centres, Fig. 215. 
avec a, b, c pour rayons, décrivons trois circonférences. 

Chacune d’elles devra couper orthogonalement le cercle 
cherché, attendu, par exemple, que le rayon OD de ce 
cercle, étant perpendiculaire au rayon AD, est une tangente 
à la circonférence AD. 

Il résulte, de cette observation, que. le cercle cherché est 
celui qui coupe orthogonalement les trois autres cercles. Il 
a pour centre le centre radical de ces trois cercles. (Voyez 
Probl. LXXI.) 

« ' 

• » i '’W r . 

>* . j 

I ^ 
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PROBLÈME LXXVIL 

•Décrire, d’un point donné C comme centre, une circonférence qui conpe deux 
circonférences concentriques OA , OB, de manière que la droite AB, menée 
par les points d'intersection A et B, passe par le centre O des deux cir- 
conférences données. 

Fie. 216. Du centre commun O, imaginons la tangente OTà la cif* 

conférence cherchée; nous aurons OT=OA.OB. Ainsi, 
OT est une moyenne proportionnelle entre les rayhns des 
cercles donnés. 11 ne restera plus, pour déterminer le rayon 
CT, qu’à construire^ -triangle rectangle OTC, dans lequel 
on connaît l’hypoténuse et un côté de l’angle droit. 

PROBLÈME LXXVUL 

. * • * . ' • . Y t 

Étant donnés quatre points À, B, C, D situés eh ligne droite, on demandé 
de construire un carré MNPQ dont les côtés passent respectivement par cei 
.quatre points. . 

Frc. 217. A cause des parallèles, oit a les proportions : 

' BC CO BC BQ. 

, AB MQ’ Cü i’Q’ 

d’où, à cause de MQ— PQ : 

co cp 

B(5~~AB’ 

On volt donc que le sommet Q appartient au lieu géo- 
métrique des points tels, que les distances de chacun d’eux 
aux points donnés C, B, soient dans le rapport des droites 
données CD, AB. On sait que ce lieu est une circonférence. 

D’un autre côté, l’angle Q étant droit, le point Q est 
situé sur la circonférence décrite sur BC comme diamètre ; 
donc il est aisé de le construire. 
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Remarque. Il ne serait pas plus difficile de résoudre cet 
autre problème : Étant donnés quatre points A, B, C, Î3, 
situés en ligne droite, construire un parallélogramme sem- 
blable à uh parallélogramme donné , et dont les côtés pas- 
sent respectivement par tes quatre points. > 

PROBLÈME LXXIX. 

Par l’un des points d’intersection A de deux circonférences données, mener 
une corde commune BAG telle, que le rectangle fait sur le segment AB 
compris dans le premier cercle , et une droite donnée m , augmenté du 
rectangle fait sur çe second segment AC et nne droite donnée n, soit équi- 
valent à un carré douué p *. 

Menons les diamètres AD, AE, puis les cordes BD, CE, Fig. 218. 
lesquelles seront perpendiculaires h BC, et, par suite, pa- 
rallèles entre elles. . 

Divisons le diamètre AD au point F, de mauière que 

et abaissons FG perpendiculaire à AB : nous au- 
rons ou m.AB=».AG. En remplaçant m.AB 

par h. AG dans la relation m.AB-)-rt.AC=/>*, nous obtien- 
drons n(AG-bAC)=p*; d'où GC=^. La longueur de GC 

^ * siH i 

est donc connue. 

Actuellement, joignons le point connu F au point E, et 
soit FH perpendiculaire à EC. Dans le triangle rectangle 
OUE, nous connaissons l'hypoténuse et le côté FH, égal à 
GC. Nous pourrons donc aisément obtenir le point H, et 
ensuite la corde BAC parallèle à FH. 

Construction. Du point donné A , menez les deux dia- 
mètres AD, AE; partagez AD eu F, de telle sorte que 
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■£!!=-; sur EF comme diamètre, décrivez une demi-cir- 

a r m 

conférence ; du point F comme centre, avec uu rayon égal 
à la troisième proportionnelle aux droites n et p, décrivez 
un arc qui coupe cette demi-circonférence en H; menez, 
par le point A, BAC parallèle à OH. 


PROBLÈME LXXX. 

Quelle est la route ABC que doit suivre une bille sur un billard circulaire, 
pour revenir au point de départ A, après deux réflexions successives sur la 
bande? * 

y , t 

Fbs. 219. D’après la loi de la réflexion des corps élastiques (Voyez 
Probl. I, liv. I), les rayons OB, OC divisent en deux parties 
égales, respectivement, les angles ABC, ACB. Mais, dans 
le triangle isoscèle OBC, les angles en B et en C sont 
égaux; donc les angles ABC, ACB, doubles des premiers, 
sont égaux entre eux ; et le triangle ABC est isoscèle. Il 
résulte de là que la figure est symétrique par rapport au 
diamètre EF passant par le point A, et que BC est per- 
pendiculaire à ce diamètre. 

- Cela posé, prolongeons le rayon OB jusqu’à sa rencontre 
en G avec la perpendiculaire à EF menée par le point A, 
et décrivons, de ce point comme centre, la circonférence 
OIIL. Il est facile de voir que le triangle BAG est isoscèle, 
et que la circonférence coupe BG en uu point H tel que 
GH=OB. Ainsi, la différence des segments OG, OH est 
connue, et égale au rayon B du cercle donné. 

D’un autre côté, si nous menons LH, nous formerons un 
triangle rectangle OHL , évidemment semblable au triangle 
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rectangle OAG. La comparaison des côtés homologues 
donne . ou OG.OH=OA.OL. 

Le rectangle des deux segments inconnus est donc équi- 
valent au double du carré construit sur OA comme côté. 
Et comme nous connaissons aussi la différence de ces 
mômes segments , le problème peut être regardé comme 
résolu. 

Calcul du chemin parcouru par la bille. Représentons par 
a la distance donnée OA, par x le segment OG et par y le côté 
AB du triangle ABC. La longueur l du chemin qu’il s’agit 

. d’évaluer se compose de 2AB+2BD. Or, BD=AB ^ ; 

R “ 

donc Z=2y (1 +-). Dans le triangle rectangle OAG, 

y=ÿ x* — a*; donc 1—2 (l ■+■ — fl*. -. , s 

Il ne reste plus -qu’à remplacer x par sa valeur. Or, 
d’après ce qui précède, on a x(x — R)~2a\ équation 

quidonne x=iR-H/ 1 i R , +2a’, en ne prenant que la 
racine positive. 

Avant de faire la substitution, on peut observer que 
— o*=Rx+ a’ ; et l’on obtient 

ïR+|/tRH-ïo» 

ou, en simplifiant, 
t= ï ^(4a*-R*+R/R*+8a*) I / 4a*+2R’-f2R /R“+8a\ 


f/[ R*+ oM- R / « 2 a»; 
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PROBLÈME LXXXI. 

Trouver un point M tel, que la somme de ses distances à trois points donnés 
A, B, G, soit un minimum. , - 

Fig. 220. Supposons que, du point C comme centre, nous décri- 
vions une circonférence passant par le point inconnu M. La 
somme des distances d’un point quelconque M' de cette 
ligne aux trois points A, B, C, devra être plus grande que 
la somme des distances AM, BM, CM. Ainsi, nous aurons 
AM'+ BM'+ CM'> AM+ BM + CM ; 
ou, à cause de CM'=CM : 

, AM'+BM'>AM+BM. 

Le point M est donc celui de la circonférence MM', pour 
lequel la somme des distancés aux deux points A, B est un 
minimum. . , . , 

Menons la tangente MT, et soient a, b les points où elle 
est coupée par AM 'et BM'/ Menons aussi A b. Nous aurons, 
dans le triangle AbW ! 

AM'+M'ft>A6; 
et, en ajoutant B b de part et d’autre : 

AM'-fBM'>A6 + Bù. 

Si donc nous disposons du point M de manière à vérifier 
l’inégalité AJ» 4- Bè> AM-t-BM , nous aurons, à plus forte 
raison, AM'+BM'>ÀM-+-BM. 

Or, pour que la somme des distances AM, BM soit 
moindre que Ab-\-Bb, b étant un point quelconque de MT, 
il faut (Probl. I, liv. I) que les deux droites AM, BM soient 
également inclinées sur la normale MC. En d’autres termes, 
la droite CM, qui joint le point M au sommet C du triangle 
ABC, doit diviser en deux parties égales l'angle formé par 
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les droites menées de ce même point aux deux autres som- 

i 

mets. , 

Ce (jue nous disons du point C est vrai pour les deux 
autrçs sommets. C’èst-à-dire que le point dont la somme 
des distances à trois points donnés est un minimum . est 
tel, (pie chacune des trois droites qui le jçignent aux points 
donnés > est la bissectrice de l'angle formé par les deux 
autres. 

Un conclut facilement de là que chacun des trois angles 
formés autour du point M est égal à 120°. Conséquemment, 
le point M est celui d’où les côtés du triangle ABC sont vus 
sous un même angle. Il est donc bien facile de le construire. 
(Tliéor. XIV, liv. II.) 

•'* ’’ •. ••••'.' 

PROBLEME LXXXI1. ■/ r s 

MIC étant un triangle donné, et M étant le point dont la somme des distances 
aux trois sommets est un minimum, ou demande d'exprimer celte somme 
en fonction des côtés. 


Désignons par a, b, c les longueurs des côtés, par x, y, Fie. 220. 
* les distances MA, MB, MC, et par s leur somme. Les 
trois triangles iVBM, BCM, ACM donneront, comme il est 
facile de le vérifier : , ' . - JL 


i V * 


a*==î/ a +zM-t/z, ; 

fë=±#+y*-]rxtj. 

Nous aurons ensuite, en exprimant que l’aire T du 
triangle ABC est égale à la somme 'des aires des trois 
autres triangles : 

T=i|/5(xy+tjï-[-3j;). ' x 
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On déduit, de ces quatre équations, , 

o*+t , +c*+4T|^=2(ar , H-j/>H-s , +3xj/+2x2-f-2y*), 

ou V=2T|/3-|~(aN-&N-c). 

• * • 

• * * 

PROBLÈME LXXXII1. 

* * J • • ' . . 

♦ 

Tronver dans le plan d’nn triangle ABC, un point M tel, que la somme 
. • • des carrés de ses distances aux trois côtés du triangle, soit un mi- 
nimum. 

Fre. 221. Du point cherché M, abaissons les perpendiculaires MP, 

MQ, MR sur les côtés du triangle donné et menons PQ,. 

QR, RP. Puis, d’un autre point quelconque M', abaissons 
les perpendiculaires M'P'.M'Q', M'R', et les obliques M'P, 

M'Q, M'R. Nous aurons 

MP+ MQ V MR < WF+ M 7 Ô'+ MT 7 ; 
et à plus forte raison, ■ 

,MP + MQ+MR< MT V STqV MT. 

Conséquemment, le point M est tel , que la somme des 
carrés de ses distances aux points P, Q. R, est un mini- 
mum. Ce point est donc (Th. III) le centre des moyennes 
distances du triangle PQR. 

Fig. 222, Menons la droite CM, et soit C'ie point où elle coupe le 
côté AB. Abaissons C'D , C'E perpendiculaires sur AC, 

BC. Menons encore, des points P, Q, les perpendiculaires 
PG, QF sur la médiane RM : ces perpendiculaires seront 
égales entre elles. Enfin , soit CI la hauteur du triangle 
ABC. 

Pour évaluer le rapport de AC' àBC' , observons d’a- 
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bord qne les deux triangles rectangles AC 'D, ACI, évi- 
demment semblables, donnent 

C’D 


AC —AC. 


ci 


Nous aurons de même, 


Donc 


BC'=BC.-“. 

AC AC CD 

BC' BC * CE' 

Les deux distances C'D, CE sont évidemment propor- 
tionnelles à MQ, MP : il ne s’agit donc plus que de cher- 
cher le rapport de ces dernières droites. 

Or, les triangles rectangles QMF, CIA, qui ont leurs côtés 
perpendiculaires, chacun à chacun, sont semblables ; donc 

. _ . qm QF 

ac ci ‘ 


PM 

BC = 


PG 

CI* 


De même. 

On déduit, de ces proportions, 


QM AC 

PM BC» 


puis 


AC 
BC : 


AC* 

BC 1 ’ 


Ainsi, la droite menée du point M à F un des sommets du 
triangle, partage le côté opposé en deux segments propor- 
tionnels aux carrés des côtés adjacents (*). 

• Remarque. Nommons a, b, c les côtés du triangle, dont 
l’aire sera représentée par T, et soient «, (3, y les distances 
MP, MQ, MR. Nous aurons, dans le triangle ABC, 

2 T — aa 4- b/3 -+• cy ; 
puis , par ce qui précède. 


(•) Ce théorème est dû à M. ilossart), officiel d'éut-major. 

U 
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THÉORÈMES ET PROBLÈMES 


Ces relations donnent 

3 T p , 8 T . ' , ST v ; 

“ U a‘-h 6H- c« ’ P "a’+l'+c* 1 ' y ^’+l'+C 

Le minimum cherché est donc 


« , -+-|3 î +y , = 


iT 

d'+b'+c' 1 " 


PROBLÈME LXXXIV. 

Éfsnt données deux fireonféretxes 0 , 0 ’, on prend nn point A sur ta pre- 
mière cl nn point h sur U seeomle ; et l'ou demande de trouver, sur l'axa 
radical de ces deux lignes, un point C tel, que si l’on mêue les sécantes 
CAD, CBE, la droite DE, qui joint les seconds points d’intersection de ées 
sécantes et des circonférences données, soit perpendiculaire à l'axe radical. 

225. Menons AC/ perpendiculaire h CD, et soit C' le point où 
elle coupe l’àxe radical. Soit de plus G le point de rencontre 
de cet axe avec la droite DE. Los deux triangles rectangles 

*■ rp pn 

CCD, CAC' sont semblables, et donnent ^ — d’où 
CG. CC'=CA. CD. 

Si l’on menait par le point B une perpendiculaire à CE, 
on aurait de la même manière, en appelant C" son point 
d'intersection avec Taxe radical : CG. CC"=GB. CE. 

Mais, le point C appartient à cet axe ; donc 
CA. GB=CB. CE; donc aussi CG. ÇC'~CG. CC"î 
• ce qui apprend que les points G", C' se confondent. Et 
comme les angles A et B sont droits, les points A, £ sont 
situés sur une circonférence qui a CG' pour diamètre. 

11 suffit donc, pour trouver les points C, G', qui satisfont 
tous deux à la question, de décrire une circonférence pas- 
sant par les points A, B, et dont le centre soit snr l’axe 
radical. 
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. PROBLÈME LXXXV. 

Par l’exlrémilé A d'im diamèlre AB perpendiculaire à une corde CD, mener 
une droite telle, que la partie KG comprise entre la corde et la circon- 
férence, ait uue longueur dounée L. 

Si nous menons' les cordes ÀD et GD, nous formerons Fig. 224. 
deux triangles FAD, GAD, qui auront l’angle À commun, 
et dans lesquels les angles en G et en I) seront égaux, 
comme ayant pour mesures les moitiés d’arcs égaux. Ces 
deux triangles serout donc semblables ; en sorte que nous 

’ AF AD 

aurons ou 

AF. AG— ÂD. 

Cette relation montre qtte AF et AG sont les côtés d’un 
rectangle équivalent au carré construit sur AD. 

Construction. À l’extrémité D de la corde ÀD, élevous la 
perpendiculaire DH égale à L; puis, sur cette droite prise 
comme diamètre, décrivons une circonférence. Joignons son 
centre I avec le point A, par la sécante AH, qui rencontre 
cette circonférence en M et en N; Du point A comme cen- 
tre, avec AM pour "rayon, décrivons un arc : il coupera, au 
point cherché G, la circonférence donnée. 

Remarques. 1° Si la tangente donnée L est moindre que 
EB, il y aura, indépendamment de AGF, une droite AF'G' 
qui répondra «à la question. Ou obtiendra son extrémité G' 
au moyen de l’arc décrit du point A comme centre, avec 
AN pour rayou. 

2° A chaque droite, telle que AF ou AF', il en répond 
uue autre, placée symétriquement par rapport à AB, et qui 
n’a pas été indiquée sur la ligure. Le problème peut doue 
admettre quatre solutions. , • 
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Fig. 225 . 


Fig. 226 . 


PROBLÈME LXXXV1. 


Étant donnés on cercle 0 et nn point extérieur A, on demande de mener par 
ce point une sécante telle, que la somme des carrés de la partie intérieure 
BC et de la partie extérieure AC de cette droite, soit équivalente à un carré 
donné m*. 

Soit AT la tangente menée par le point donné A. Joi- 
gnons le point de contact T aux deux points inconnus B, C; 
puis, menons CD parallèle à BT. Si le point D était connu, 
la construction s’achèverait facilement ; car les deux trian- 
gles ADC, ACT, évidemment semblables, donnent 

Xd— iî’ ou ÂC= AD. AT. . ’ 

Ainsi, AC serait une moyenne proportionnelle entre AD 


et AT. 

Pour déterminer AD , observons que les parallèles BT, 
CD, donnent d’où BC=AC.~. A cause de 

l’égalité ci-dessus, cette valeur se réduit h 


La somme des carrés de AC et de BC doit égaler m*; donc 


AD-+-— — — 

AD AT* 

Prenons maintenant une droite EF, troisième propor- 
tionnelle à AT et m. Décrivons, sur EF comme diamè- 
tre, une demi-circonférence; prenons la perpendiculaire 
EG=EH= AT. Du point M , où cette droite coupe la cir- 
conférence, abaissons MN perpendiculaire à EF : le seg- 
ment EN sera la longueur cherchée AD. 
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I 

En effet, nous aurons d’abord 

EN+.NM=EN+ NH=EH=AT. 

En second lieu, EN+NF, ou EN+-^-=EF=^. 

Donc EN et NM sont égaux, respectivement, aux segments 
AD, DT de la droite AT.' 

, On peut réunir en une seule les figures 225 et 226, et 
' Tou obtient ainsi la figure 227. 

PROBLÈME LXXXVIÏ. 

Élan! donnés deux points fixes A, B et deux longueurs constantes x, u. , ou 
prend , sur la direction de AB , un point quelconque M qu’on regarde 
eomme le centre d’un cercle décrit d’un rayon R, déterminé par la relation 
R.AB=x.AM-f-u.BM. On demande de prouver que les différents cer- 
cles , ainsi décrits pour les différents points M de la droite AB , sont tous 
tangents à deux mêmes droites Gxes. 

Décrivons, des points A et B comme centres, avec ^ eCA Fis. 228. 
pour rayons, les circonférences CG' et DD'; menons, à 
ces deux circonférences, les tangentes communes CD, C'D'; * 

abaissons, sur ces deux droites, les perpendiculaires ME, 

ME', évidemment égales entre elles; enfin décrivons, du 
point M comme centre, la circonférence EE', laquelle sera 
tangente aux deux droites CD, C'D'. Cette circonférence 
sera précisément celle qui est déterminée par la relation 
ci-dessus. En effet, à cause des parallèles AC, ME, BD, 
nous avons (Théor. I) 

ME.AB=A.AM+/x.BM; 


donc ME=R. 


1 
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PROBLÈME LXXXVIII. 

*. , s . 

Par l’on des points d’interscetivn do deux circonférences o, o', on mène 
deux droites rectangulaires Pu, IV;', qui rencontrent la ligne des centres 
en a, a\ et les deux circonférences en b, c et b', c\ Il s’agit de démon- 

Irer qu on a toujours — = — . ' 

1 - ac a'c' 

i •* « . * / l » 

> • 

-, . • 

Fig. 220. Les angles en P étant droits* les cordes cc,' bb' seront 
des diamètres. D’ailleurs , les deux triangles bVb\ cPe' 
coupés par la transversale oo', donnent 

ba Va'.bo'—bo'. b'a'.Va, 
co.c'a'.Pa—ca.Va’.c'o; 
d'où, à cause de bo'—b'o' et de c«=c'o • 
ba.c'a'^ca. b'a etc. 

• ■ • • i . ■ • * 

PROBLÈME L XXXIX. 

Étant donnes deux axes fixes Or, 0/y ; autour d’un point fixe P on fait tourner 
un angle aVb de grandeur donnée *. On demande de profiter qn’il existe 
*nr l’nxe (L: un point fixe A, et sur l’axe 0 y un point fixe B, tel» que 
• le rectangle des segments Au T li b reste constant pour toutes In positions 

de l’angle. 

» » 

Fig. 250. Si la proposition énoncée est vraie , il sera facile de 
déterminer les positions des points A et B. En effet, sup- 
posons que le point variable « coïncide avec A; alors le 

segment A a s’annule; donc, pour que le rectangle des deux 

• • ' . • 

segiticnts puisse être différent de zéro , il faut que le seg- 
ment B b devienne infini, ou que le côté Bù soit parallèle à 
O y 

Ainsi, pour obtenir le point A, nous menons PD paral- 
lèle à Oiy, et nous faisons l'angle DPA égal à «. 
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* 1 
De même, après avoir mené PG parallèle à G*, nous fe- 
rons CPB=«. 

Actuellement, il s’agit seulement Revérifier que les points 
A et B étant déterminés comme il vient d’être dit, le rec- 
tangle A a . B b est constant. 

Or, si des deux angles égaux bVa, DPA, nous retran- 
chons la partie commune DPa, il restera les deux angles 
M*D, flPA, lesquels seront égaux entre eux. D’ailleurs , les 
angles hPD, BèP sont égaux comme alternes internes; donc 
aPA=B6P. 

On prouverait, de la même manière, que les angles 6PB, 

A«P sont égaux. Il résulte de là que les deux triangles AaP, 

BèP sont semblables. Par suite, 

* 1 *- c . ' 

ou Ao.Bà^AP.BP. 

PROBLÈME XC. 

Par nn point 0 , pris snr le prolongement d’on diamètre BA du cercle C, ’ 
on mène une sécante quelconque qui rencontre la circonférence aux points 
M, M' ; «n prend les milieux N, A' des arcs AM, AM' ; on joint le «entre 
C aux points N', par les droites CA, CY, lesquelles rencontrent en B, D' 
la perpendiculaire menée au diamètre AB par te point 6. On demande dè 
promet que le rectangle de OD par Ol) psi constant , quelle que suit ta 
direction de la 'sécante. 

i . ( ' 

Menons la droite BME : elle sera parallèle à CM). Ën Fig. 234. 
'effet, l’angle ABM a pour mesure la moitié de l’arc AM ; 
donc il est égal à ACN ; doue, etc. Pour lannême raison, 

BM'E' est parallèle k CN'D'. • 

Cela étant, nous aurons, à cause des parallèles, 

OD=-OE.g\ OD'—OE'.^j 
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JCS 

donc OD.OD'— OE.OE'. 11 suffit doue de vérifier que 

e rectangle deOE par OE' est constant. 

Or, l’angle M'MB, qui a pour mesure la moitié de l’arc 
BM', doit être complémentaire de l’angle OBM'; donc il est 
égal à E'. Il résulte de là que le quadrilatère FE'M'M, 
dans lequel les angles E' et EMM' sont supplémentaires, 
est inscriptible à une même circonférence. Donc 
OE. OE'=OM. OM '= OA. OB. 

C’est ce qu’il fallait démontrer. ' • 

PROBLÈME XCI. 

» 

Prouver qu’il existe, sur la ligne Cf/ des centres de deux eerele* qui ne se 
eoupent pas, deux points 0, 0’ tels, que le rectangle de leurs distances 
au centre de chacun des deux cercles soit égal au carré du rayon de ce 
eerele. • 

• fi 

Fmî. 232. Soient O, O' les deux points inconnus, qui doivent sa- 
tisfaire aux deux relations 

CO.CO'=Câ! C'0.C'0'=C 7 Â 7 ! 

Elles indiquent que les deux points doivent être réci- 
proques par rapport au premier cercle et par rapport au 
second cercle (Th. XIX). Or, si l’on fait mouvoir un point 
sur le rayon CA, le point réciproque, par rapport aucerde 
C, parcourra le prolongement AC'X de ce rayon. On con- 
çoit donc qu’il existera une certaine position du premier 
poiut, telle , que ces deux points, déjà réciproques par rap- 
port au cercle C, seront encore réciproques par rapport au 
cercle C'. 

Je dis maintenant que pour obtenir les deux points, il 
suffit de chercher une circonférence I; qui coupe orthogo- 
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nalement les deux circonférences données. En effet, D et 
D' étant les points d'intersection, nous aurons 

co. co —CD* eu C'O^cïr. 

Or, 1D etID' sont des tangentes égales menées du centre 
î aux deux cercles donnés. Donc le point I appartient à 
l’axe radical de ces deux cercles (Th. XXXI). Nous pou- 
vons donc regarder le problème comme résolu. . 

Remarque. La relation CO. CO'=R* équivaut à 
CO(CO'-t-2IO)=R% ou R* — CÔ=2CO.IO. 

On a de même R'* — CO — 2CUI0. Conséquemment, 

K*— cô* co 


PROBLÈME XCII. 

Prouver qu’il existe, sur la ligne CC' des centres de deux cercles intérieurs 
l’un à l’autre, deux points 0, 0' tels, que les distances de chacun d’eux 
aux extrémités d’une corde commune MM', perpendiculaire à la ligne des 
centres, sont dans un rapport constant. 

Considérons , comme dans le problème précédent, les Fig, 233. 
points de rencontre O, O' de la ligne des centres avec la 
circonférence I, qui coupe orthogonalement les deux cercles 
donnés. Joignons les extrémités M, M' de la corde com- 
mune MM', avec l’un de ces deux points, par exemple avec 
le point O, par les droites OM, OM'. Nous pouvons dé- 
montrer que le rapport de ces droites est indépendant de 
la position de la corde. 

En effet, le triangle OCM donne d’abord, 
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0M=0C+R* — 20C.CP=0C+R*— 20C.(0C — OP), 

ou Olb=R*— OC + 2 OC. OP, 

R étant le rayon du cercle G. Par suite, -, 


oji* _ 


R*— O0+20C.OP 


OM 


R'*— 6c*+2 oC'.op" 


Mais, ainsi qu’on l’a remarqué dans le problème pré- 
cédent, ■ . ■ • 


r*— oc 


R'*— OC' 

de telle sorte qoe l’on a 


oc 


R* — OC=X.OC, R'"— OC'=X.OC', 
X étant une certaine longueur. 

La proportion ci-dessus devient donc 

OM * 0C(X-t-20P) 

BS^.T 0C'(X-H20P)’ 

ou, plus simplement, 


— i 

OM 


OC 


. — -i or." 

OM' Ul ‘ 


Ainsi, le rapport des distances OM, OM' est constant, 
et son carré est égal au rapport des distances du poiut O 
aux centres des deux cercles donnés. 
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PROBLEME XCIII. 

Etant donnés un cercle 0 et nne droite AB, trouver sur le diamètre OE, per- 
pendiculaire à cette droite, un point P tel, que menant par ce point une 
corde quelconque CC', et abaissant des extrémités de celte corde les per- 
pendiculaires CD, C'D' sur la droite donnée, on ait 

<nr+c^= c#nslaDte ' 

Remarquons d’abord que la condition précédente équi- Fia. 254. 

. . CD . C'D' . ; 

vaut a CD j_ r;i) . = constante. 

Conséquemment , nous allons évaluer la somme et le 
rectangle des perpendiculaires CD, C'D'. : , 

Soit R le point de rencontre de CG' avec la droite doa- 
née ; nous aurons 

CD=™CR, C'D'— C 'R; 

d’où 

CD.C'D'=^~J CR.C'R, CD+C'D'=J|(CR4-C'R). 

Pour transformer la première expression , menons la 
tangente RT : elle est moyenne proportionnelle entre CR 
etC 'R ; donc 

CD.C'D'=(5|y 1ÏT; 

ou, à cause des deux triangles rectangles OTR, OER : 

CD . C 'D — (pf )* (ÔË+.ÉR— R’) , , 

R étant le rayon du cercle. 

Abaissons OF perpendiculaire h la corde CC' : nous au- 
rons CR+C'R=2RF=2(FP+PR); 
donc CD 4 - C 'D '== 2 5| (FP-+-PR). 
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Les deux triangles OFP , REP sont évidemment sem- 
blables ; donc nous pouvons remplacer FP par PE . 
Nous obtenons ainsi 

CD+C'D'=2^ (PE. OP+ PR*) , 

PR 


ou, par une transformation simple, 

' CD-+- C D '= 2 jPj (ÔE+ ÉR— OP. OE). 

PR 

Si nous choisissons le pointP de manière que OP.OE=R‘, 


nous aurons 


CD . C'D' 


CD-f-c'D 1 â constante ; 


c’est-à-dire que nous aurons satisfait à la condition pro- 
posée. • ' 

Remarques. 1 ° Le point P est le pôle de la droite AB. 
2° On a cd + cd !== pé - 



Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE ELEMENTAIRE. 173 


LITRE IV. 


THÉORÈME 1. 

Dans tout pentagone régulier, les diagonales se coupent mutuellement 
en moyenne et extrême raison. 


Soient AD et CE deux diagonales du pentagone régulier Fig 
ABCDE, inscrit au cercle O. Je dis que l’on a 

DF _AF 

AF AD ‘ 

En effet, les deux triangles DEF, DAE sont isoscèles et 
ont un angle commun; donc ils sont semblables, c’est-à- 
dire que 

DF DK 

DE AD* 

De plus, le triangle est isoscèle, parce que les angles 
AEF, AFE ont des mesures égales ; donc DE=AE=AF. 
C’e*t ce qu’il fallait démontrer. 

THÉORÈME II. 

La somme des perpendiculaires abaissées des sommets d'un polygone régulier 
ABCUEF, est égale à l'apothème multiplié par le nombre des côtés. 

Si du sommet A nous menons les diagonales AC, AD, Fig 
AF..., le polygone sera décomposé en triangles qui auront 
leurs bases égales au côté AB, et dont les hauteurs serout 
les perpendiculaires abaissées du point A sur les côtés du 
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polygone. Nous savons que la somme de ces perpendicu- 
laires est constante (Tliéor. XLVI , liv. III) ; donc elle est 
égale à la somme des perpendiculaires abaissées du centre 
sur les côtés, c’est-à-dire égale à l'apothème, multiplié par 
le nombre des côtés du polygone. 

Actuellement, pour démontrer le théorème, il suffit de 
faire voir que la somme des perpendiculaires abaissées du 
sommet A sur les différents côtés, est égale à la somme 
des perpendiculaires abaissées de tous les sommets sur le 
côté AB. Or, le polygone étant régulier, la distance du 
sommet A au côté BC, par exemple, est évidemment égale 
à la distance du sommet D au côté AB ; donc, etc. 


THEOREME III. 

te e<té du décagone régulier étoile inscrit est égal an côte du décagone 
régulier inscrit , augmenté du rayon. 

Fig. 237. Supposons qu’après avoir partagé la circonférence O en 
dix parties égales, on joigne le premier point de division A 
au quatrième point B par la corde AB, puis le point B au 
septième point de division C; et ainsi de suite. On obtiendra 
un décagone ABCDEFGIIIK qui sera , à la fois, équiangle 
et équilatéral, mais dont les côtés se couperont dans l’inté- 
rieur du cercle. Ce polygone est le décagone régulier étoilé. 

Fig. 238. Cela posé, soient AB le côté de ce décagone, et AH le 
côté du décagone régulier convexe. Menons les rayons OB, 
OH. Nous formerons ainsi deux triangles AMH, BMO, qui 
seront semblables, attendu que les arcs AG, BII étant égaux 
entre eux, la corde AH est parallèle au diamètre BOG. De 
plus, les angles en M et en H ont des mesures égales; donc 


Di 
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ils sont égaux ; donc nos deux triangles sont isoscèles. Il 
suit de là que AB=AM+B\I= AH-t-BO. 

Remarques. 1° La similitude des deux triangles donne 

au “mit Mais, dans le triangle AMO, les angles eu A fct 
en O ont des mesures égales ; doue ce triangle est isoscèle ; 
donc OM— AM— AH; et la proportion devient 

On retrouve ainsi ce théorème : te côte' du décagone régulier 
convexe est égal à la plus grande partie du rayon, partagé 
en moyenne et extrême raison. 

2° La proportion précédente donue — gj^=— 

où BM fl^ AM — X m» ou encore c’est-à-dire que : 

si Fan partage en moyenne et extrême raison le côté du 
décagone régulier étoilé, le plus grmid segment sera égal 
au rayon, et le plus petit segment égal au côté du décagone 
régulier convexe. 

(On pourra consulter, sur la théorie des jwlygones régu- 
liers étoilés, un Mémoire de M. Terquein, inséré dans les i 

Nouvelles Annales de Mathématiques , tome V1ÏI.) 

THÉORÈME IV. 

Si deux arcs AC, BD ont une somme moindre que la demi-circonférence ABD, 
le rectangle de leurs cordes est équivalent à celui qui aurait pour dimen- 
sions le rayon et l’excès de la corde du supplément de la différence des 
ares sur la corde du suppléaient de leur somme. 

Menons AD, BC, CD : le quadrilatère ÀCDB étant in- Fig. 239. 
scrit, nous aurons 

AD . BC=AC . BD-f-AB . CD. 

Soit C' le point symétrique de C, relativement au diamètre 
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tf» 

AB; menons BG\ AG', DG'; nous aurous encore 

AB. 01)= AC. BD -f- AD. BC. *.> 5 

* ^ 

Ajoutant membre à membre, et réduisant, on obtient 

AC.BD=R(C'D— CD). . 1 • 

Or, l’arc CD est égal à la demi-circonférence, diminuée 
de la somme des arcs AC, BD; et l’arc C'BD se compose 
de la demi-circonférence AC'B, diminuée de l’arc AC égal 
à AC, et augmentée de l’arc BD; donc, etc. 


4; if 

THÉORÈME V. 



Si deux arcs AD, BC onl une somme plus grande. que la demi-circonférence, 
le rectangle de leurs cordes est équivalent à celui qui aurait pour dimen- 
sions le rayon et la somme des cordes du supplément de la différence et 
du supplément de la somme de ces arcs. 

Nous venons de voir que 

Fie. 239. - AC . BD=R (CD— CD). 

D’ailleurs, dans le quadrilatère AC'BD, 

AC'.BD + AD.BC'=2R.C'D. 

Donc, eu retranchant membre à membre, ne 
cause de AC'=AG, BC'=BC : 



AD . BC=R (C'D+ CD). 

Remarque. Si les deux arcs soûl supplémentaires, comme 
AC, BC, les deux théorèmes qui viennent d’être démontrés 
donnent AC.BC=R.CC'; relation évidente. 


.» 



t 
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\ - THÉORÈME VI. 

Un« circonférence élan! partagée en nn nombre impair de parties égales , si 4 

l’on joint le point diamétralement opposé à l’un des points de division 
avec tous ceux qui sont situés sur la même demi-circonférence , le produit 
des cordes ainsi menées est égal à une puissance du rayon marquée par 
le nombre des cordes. 

Cette proposition est une conséquence immédiate de la Fig. 240. 
remarque précédente ; car on a 

OA, . AA,=R . AA',, 

ou OA, . AA,=R . AA,. ; ' h 

Et, de même, OA, . AA,=R . AA* , 

A OA, . AA 3 =R. AA„, f 

OA». AA»=R. AA,, 

, OA, . AA,=R . AA, , 

OA, . AA,=R . AA,. 

Donc , en multipliant membre à membre, ‘ . - 

OA, . OA, . OA, . OA» . OA, . OAr=R*. • * 


THÉORÈME VII. 

line circonférence étant partagée en un nombre impair de parties égales , 
si l’on joint le point diamétralement opposé à celui dont l’indice est zéro 
avec ceux dout les indices sont les termes de la progression 1,2,4, 8..., 
le produit des cordes ainsi menées sera égal à une puissance du rayon mar- 
quée par le nombre des cordes. 




« » 


En effet, 


- d’où 


OA, . AA,=R . AA, , 
OA, . A À, —R . AA» , 
OA» . AA»=R . AA, ; 
OA, . OA, . OA,=R\ 


Fig. 240 


12 
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TI1É0RÈMË VIII. 

La circonférence peut, à l’aide de la règle et du compas, être divisée 
en dix-sept parties égales. 

* * a * 

Fig. 241. Par le théorème VI , on a 

OA, . OA, . OA, . OA, . OA, . OA 6 . OA 7 . OA,=R\ 

Par le théorème VII, 

OA, . OA, . OA» . OA s =R* (1). 

Donc OA, . OA, . OA„ . OA^R 4 (2). 

On peut écrire les deux produits (1), (2), de cette ma- 
nière : 

{ OA, . OA, } { OA, . OA, }— R 4 (3), 

{ OA, . OA, j { OA, . OA, j=R 4 (4). 

Par les théorèmes IV et V, nous aurons 
OA, . OA^R(OA,+OA,), 

OA, . OA»=R(OA« — OA,), 

. . OA, . 0A 4 =R(0A î +0A 8 ) , 

' ' OA, . OA,=R(OA, — OA»). 

Posons 0A,+0 A,= M , OA, — OA,=N, 

OA,+OA,= P , OA,— OA»=Q ; 
et les égalités (5), (4) deviendront 

MN=R*... (5), PQ=R*... (6). 

Ainsi les produits MN, PQ sont connus. 

Remplaçons M, N, P, Q, par leurs valeurs, et effectuons 
les multiplications indiquées : nous obtiendrons , au lieu 
des équations (5) et (6) : 

MN=OA, . OAe+OA, . OA, — OA, . OA,— OA, . OA,, 
PQ=OA, . OA.+OA, . OA,— OA, . OA, — OA, . OA,. 
Si, dans MN ou dans PQ, dans PQ, par exemple, on 
transforme les produits, on aura 
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OA, . OA Î =R(OA,-+-OA 8 ), ' 

OA,.OA 8 =R(OA,— OA,), 

OA ! .OA i =R(OA i +OA«), 

OA lV . OA 8 =R(OA 8 — OA,); 

donc 

R { (0A 3 4-0A 8 )— (0 A,— OA,) | — { (OAj+OÀg)— (OA 0A 4 ) ] -R* , 
ou bien (M— N) — (P— Q)=R ‘(7). •' 

Lï différence des deux quantités (M — N), (P — Q) est 
donc connue. Pour déterminer leur produit, observons d’a- 
^bord que 

(M-N)(P-Q)=0A î .0A s +0A 1 .0A,-0A 1 .0A 4 +0A j .0A, 
+OA 3 .OA 8 +OA 3 .OA 8 — 0A„.0A 8 4-0A 7 .0A8 

OA, . OA 3 — OA, . OA 8 +OA, . 0A 6 — OA, . OA, 
+OA3.0A 8 +OA t .OA 5 — 0A4.OA 6 +0A 4 .0A 7 

D’ailleurs, 

0A S . OAj=R (OA, -f-OAj) , 
OA s .OA s =R(OA a + OA 7 ), 
OA 2 .OA 8 =R(OA 4 + OA 8 ), 

OAj . 0A,=R(0A 5 — OA*), ■ 

0A S . 0A r =R(0A s — OA,,) , . 

OA s .OA s ^R(OA 3 — OA,), 
OA s .OA 8 =R(OA,— 0A S ), 
OA 7 .OA 8 =R(OA,— OA,), 

OA, . 0A 3 =R(0A 8 4-0A 4 ) , 
OA,.OA 5 =R(OA, + OA 6 ), 

OA, . OAe=a:R(OA s +OA 7 ), 

* OA, . OA,=R (OA, + 0A 8 ) , 
0A 3 .0A 4 =R(0A,+0A 7 ), 
OA t .OA s =R(OA i — 0A 8 ), 
OA,.OA 6 =R(OA 4 — OA,), 

0 A, . OA, = R (OA, — OA,) ; 
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donc, par la substitution, 

(M — N) (P— Q) = 4 R { (M — N) — (P — Q) } , . ' 
ou • (M— N) (P— Q)=4R* (8). 

Ainsi, on connaîtra M— N et P — Q. Comme on connaît 

* 

MN et PQ, on pourra avoir M et N, P et Q. De plus, le 
rectangle des cordes QA,, 0A„ est équivalent à RQ, et leur 
différence est égale à N. Donc on pourra construire ces 
cordes ; et l'arc compris entre leurs extrémités sera la dix- 
septième partie de la circonférence. 

Remarque. .L’illustre géomètre Gauss a démontré, le 
premier, dans l’ouvtage intitulé Disqmsiliones Arithmeticœ, 
qu’il est possible , ù l’aide de la règle et du compas, de 
partager la circonférence en dix-sept parties égales. La dé- 
monstration géométrique ci-dessus est attribuée à Ampère. 


THÉORÈME IX. v . 

Eutre Ions les triangles formés avec deux côtés donnés, le maximum est ce 
dans lequel ces deux côtés sont perpendiculaires l’un à l’autre. 

Fio. 242. Soient les deux triangles CAB, C'AB, qui ont le côté 
AB commun, et les côtés AC, AC' égaux ; je dis que le 
premier triangle , dans lequel l’angle CAB est droit, est 
plus grand que l’autre triangle C'AB. 

Menons la hauteur G'D; nous aurons C'D <C'A, ou 
C'D<CA. Or, les deux triangles CAB, C'AB, qui ont 
même base AB, sont entre eux comme leurs hauteurs; 
donc, etc. 
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THÉORÈME X. 

• • • 

4 

Le cercle est plus grand que toute figure isopérimètre. 

La démonstration de cet important théorème sera par- 
tagée en plusieurs parties. 

1° Une figure qui a un périmètre donné ne peut avoir 
une aire infinie. 

> En effet , la proposition n’a de sens qu’ autant que l’on 
suppose la figure fermée de toutes parts. Donc cette figure 
est une portion finie de plan. 

2° Entre toutes les figures qui ont un périmètre donné, 
il existe un ou plusieurs maxitnums. 

Cette proposition est évidente d’après celle qui précède. 

3° Une figure qui, avec un périmètre donné, renferme une 
aire maximum, est convexe. 

Considérons, en effet, la figure non convexe ACBD. Si Fig. 243. 
nous faisons tourner la partie rentrante ACB autour des 
points A et B, nous pourrons former une figure AC 'BD, de 
même périmètre que la première , et qui évidemment sera 
plus grande que celle-ci. 

4° Toute droite qui divise le contour d’une figure maxi- 
mum en deux parties équivalentes, divise aussi la surface 
de celte figure en deux parties équivalentes. 

Soit ABCD une courbe qui, avec une longueur donnée, Fig. 244. 
renferme une surface maximum. Supposons que la droite 
AB partage cette courbe en detix parties ACB, ADB ayant 
même longueur. „ 

Si la surface ABDA est plus grande que ABCA , faisons 
tourner ADB autour de AB ; nous obtiendrons une figure 
AD 'BD, isopérimètre avec ACBD, et dont l’aire sera plus 
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,1 ’ 

grande que celle de cette dernière figure. DoncACBD ne 

serait pas un maximum. 

k ' • 

5° Une figure qui, avec un périmètre donné, a une aire 
maximum, est un cercle. 

Fig. 244. La remarque précédente fait voir que si ADBC est une 
figure maximum, ADBD' en sera pareillement une. 

Fig. 245. Cela étant, soit ADBD' une pareille figure, composée de 
deux parties symétriques par rapport à AB. 

Prenons, sur ADB un point quelconque D; et soit D' 
le symétrique de D, relativement à AB ; menons DA, DB, 
D'A et D'B. 

Si les angles D et D' ne sont pas droits, transformons le 
quadrilatère ADBD' çn un autre adbd' , ayant les côtés res- 
pectivement égaux à ceux du premier, et dans lequel les 
angles d et d' soient droits. D’après le théorème précédent, 
ce dernier quadrilatère sera plus grand que l’autre, Si donc 
nous apportons les segments AED, DFB, etc., eu aed, dfb,. 
etc., la figure aedfbg... sera plus grande que AEDFBG... ; 
donc celle-ci ne serait pas un maximum. 

Il résulte de là que la courbe AEDFB est le lieu géomé- 
trique du sommet d’un angle droit, dont les côtés passent 
par les points A , B. Donc cette courbe est une demi-cir- 
conférence. - 

Fig. 244. Ainsi, dans la figure maximum ADBC, une moitié quel- 
conque, déterminée par une droite telle que AB, est un 
demi-cercle. Donc la figure entière est un cercle. 


. 
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THÉORÈME XI, 

Entre toutes les figures équivalentes, le cercle a le périmètre minimum. 

Si une figure quelconque F avait un périmètre moindre 
que le cercle C équivalent , on pourrait la transformer en 
un cercle C', isopérimètre avec F, et plus grand que F. Ce 
second cercle C', plus grand que le cercle C, aurait donc 
un périmètre moindre que celui de C ; ce qui est absurde. 

THÉORÈME XII. 

Entre tous les polygones formés avec des côtés donnés, le maximum 
est le polygone convexe inscriplible. 

• * ’ . 

Remarquons d’abord qu’avec des côtés donnés, on peut 
toujours former un polygone convexe inscriplible à une cer- 
taine circonférence; et l'on n’en peut former qu’un. 

En effet, si dans une circonférence donnée, on prend des 
cordes successives, respectivement égales aux côtés donnés, 
l’extrémité de la dernière tombera en deçà ou au delà du 
point de départ, suivant que la circonférence sera trop 
grande ou trop petite. Or, il y a des circonférences de 
toutes les grandeurs ; donc il en existe une, et une seule, 
telle que l’extrémité de la dernière corde coïncide avec le 
point de départ. 

Cela posé, soient deux polygones AECDE, abede, équi- Fig. 246. 
latéraux entre eux, et dont le premier est inscriptible. Ap- 
portons les segments AMB, BNC,... en amb, bnc...;, nous 
formerons une figure ambne..., de même périmètre que 
le cercle AMBN... et qui, d’après le théorème X, sera plus 
petite que ce dernier. Donc, à cause des parties communes 
le premier polygone est plus grand que le second. 
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THÉORÈME XIII. 

Entra tons les triangles isopérimètres et de même base, le maximnm 
est le triangle isoscèle. 

Fig. 247. Soient le triangle isoscèle ACB et le triangle non isoscèle 
AC'B, qui ont même base AB , et' dans lesquels 
AC -f- CB’= AC' + C 'B. 

Je dis que la hauteur CD du premier est plus grande que 
la hauteur C'D' du second, et, par suite, que le premier 
est plus grand que le second. 

Prolongeons AC d’une quantité égale CE ; menons EC' 
et EB. Nous aurons AC , -+-C , E>AE, ou 

ÀC'-HC'E >AC + CB ; d’où C r E>C'B. 

L’oblique CT3 étant plus grande que l’oblique C'B, il 
s’ensuit que le point C' est situé entre le point B et la per- 
pendiculaire CF élevée au milieu de EB ; donc, etc. 

THÉORÈME XIV. 

r . i 

Entre tons les polygones isopérimètres et d’un même nombre de côtés, 
le polygone maximum est éqaijatéral. - * 

„i ' , ’ , . 

Fig. 248. Si, dans le polygone ABCDEF, les deux côtés consécutifs 
AB, BCsorit inégaux, nous pourrons remplacer le triangle 
ABC par le triangle isoscèle AB'C, isopérimètre avec le 
premier. D’après le théorème précédent, nous aurons 
AB'O-ABC ; donc le polygone AB'CDEF, de même pé- 
rimètre que ABCDEF, sera plus grand que celui-ci. Le 
polygonê maximum entre tous ceux qui ont un périmètre 
donné est donc équilatéral. 
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THÉORÈME XV. 

Enlre loin les polygones isopérimèlres et d’un même nombre de eûtes, 
le maximum est le polygone régulier. 

En effet, ce polygone maximum est en même temps équi- 
latéral (Th. XIV), et inscriptible (Th. XII). 


THÉORÈME XVI. 

Entre tous les polygones équivalents et d'un même nombre de côtés , 
le polygone régulier a le périmètre minimum. 

La démonstration est la même que celle du théorème XI. 


THÉORÈME XVII. 

De deux polygones réguliers isopérimèlres, celui qui a le plus grand nombre 
de côtés est le plus grand. 

Soient deux polygones réguliers isopérimètres, l’un de 
n côtés, l’autre de n -+- 1 côtés. 

Prenons un point sur l’un des côtés du premier poly- 
gone; nous pourrons considérer cette figure comme un 
polygone irrégulier de n -f- 1 côtés ; donc, par le théorème 
XV , elle est plus petite que le second polygone régulier 
donné (*). 

(*) Celte démonstration ; remarquable par sa simplicité, est due à 
M. Steiner, ainsi que celle du théorème X. (Voyez Journal de Liouville, 
tome VI.) 


% 


à. 
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• THÉORÈME XVIII. 

, De lous les triangles inscrits dans u» même segment, le maximum, 

en surface et en périmètre, est le triangle isoscèle. 

Img. 249. Soient le triangle isoscèle ACB et le triangle non isoscèle 
AC'B, inscrits dans le segment ACC'B, et ayant pour base 
commune la base AB du segment. Il est d’abord évident 
que ACB , qui a pour hauteur la hauteur du segment , est 
plus grand que AC'B. 

Pour démontrer que ACB a aussi le périmètre maximum, 
décrivons, du point C comme centre , la circonférence 
ABB; prolongeons AC' jusqu’à sa rencontre en D avec 
cette circonférence ; enfin, menons DB. 

L’angle D, qui a son sommet à la circonférence, est 
moitié de l’angle ACB ; donc il est la moitié de l’angle 
AC'B. Il résulte de là que le triangle BC'D est isoscèle, et 
que AD=AC'-+-BC'. Or, la cotde AD est moindre que 
le double du rayon AC ; donc AC'-hBC'<AC +BC. 

‘ THÉORÈME XIX. 

Entre tous les polygones d’un même nombre de côtés, inscrits à un même 

cercle, le maximum, en surface et en périmètre, est le polygone régulier. 

La démonstration est la même que celle du Théorème XIV. 

THÉORÈME XX. 

». • t 

De deux polygones réguliers, inscrits dans un même cercle, celui qui a 
le plus grand nombre de côtés est le plus grand en surface. 

Fie. 250. Soient AB, AC les côtés de deux polygones réguliers, 
l’un de n côtés, l’autre de n 1 côtés, inscrits dans un 
même cercle de rayon AO. Menons BO et CO. 
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Le premier polygone se compose de n triangles, égaux 
à ABO, et le second polygone se compose de n 4 - 1 trian- 
gles, égaux à ACO. Cela étant, je dis que l’on aura 
, 1) ACO > n ABO. 

Les deux triangles ABO, ACO ayant même base AO, 
sont entre eux comme leurs hauteurs BB', CC'; et l’inégalité 
précédente revient à 

(n + 1) CC' > n BB'. 


Projetons B et C sur le rayon perpendiculaire à OA ; et 
il nous suffira de faire voir que l’on a 
CC'>nlf C". 

i 

Les arcs AB, AC sont respectivement et de la cir- 
conférence ; donc 


arc BC = 


i 

n -H ' 


de cette même circonférence, et arc BC— * arc AC. 

Portons l’arc BC sur l’arc AC , ét soient D, E... les 
points de division. En projetant ces points, nous aurons, 
ainsi qu’il est aisé de le prouver, 

C"D" >B"C", 

LTE’ > B "C" , 


d’où, en ajoutant, C*0 >nB"C 1 ', ou enfin CC' > n B"C". 


THÉORÈME XXI. 


De deux polygones réguliers, inscrits dans un même cercle, celui qui a 
le plus grand nombre de côtés a le plus grand périmèlre. 

AB étant le côté d’un polygone régulier de « côtés, soit Fie. 251 . 
p„ le périmètre de cette ligure. Divisons l’arc AB en deux 


Digilized by Google 



188 THÉORÈMES ET PROBLEMES 

parties égales par le rayon OC, et menons AC, qui sera le 
côté du polygone régulier de 2 n côtés. Soit P In l'aire de 
ce polygone. 

On a p„=n AB. D’ailleurs, le quadrilatère ACBO a pour 
mesure \ AB. OC = \ R. AB ; donc 

P,„ = ÎR. nAB. 

Ces valeurs donnent p«— 4P,«. 

Nous venons devoir que P, n augmente avec n; de plus, 

a \ 

le facteur est constant ; donc, etc. 

THÉORÈME XXII. 

. ' . » 

De tons les triangles qui ont même hauteur et même angle opposé à la base, 
le plus petit est le triangle isoseèle. 

Fie. 252. Soient le triangle isoseèle ACB et le triangle scalène 
A 'CB', qui ont même hauteur CD, et dans lesquels les 
angles ACB, A'CB' sont égaux entre eux. Je dis que la 
base AB du premier est moindre que la base A'B' du se- 
cond. 

Ces deux bases ont une partie commune A'B; donc il 
suffit de faire voir que l’on a AÀ'< BB'. Faisons tourner 
le triangle ACA' autour de CD, de manière qu’il vienne 
prendre la position BCE. Alors, à cause de l’égalité des 
angles BCB', ACA-.', il arrivera que BC sera la bissectrice 
v de l’angle ECB'. Nous aurons donc 

JBE _ i _ CE AA' CE 
BB' CB" 0U BB ,==: CB" 

. Mais l’oblique CE est plus petite que l’oblique CB' ; 
donc, etc. 
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THÉORÈME XXIII. 

De tous les polygones d'an même nombre de côtés, circonscrits à nn même 

cercle, le plus petit, en surface et en périmètre, est le polygone régulier. 

Soit un polygone irrégulier ABCD, circonscrit à un cercle Fi 
O. Parmi les côtés de cette figure, il y en aura au moins 
un, tel que BC, dont le point de contact F avec la circonfé- 
rence ne sera pas le milieu de BG. Remplaçons ce côté 
par une droite B'C' qui soit divisée en deux parties égales 
par son point de contact F'. Je dis que le nouveau polygone 
AB'C'D aura un périmètre moindre que celui de ABCD. 

La somme des angles B et C du premier polygone est 
évidemment égale à celle des angles B' et C' du second. 

Si donc nous menons les droites OB, OC, OB', OC', bis- 
sectrices de ces angles, nous aurons aussi 

OBC + OCB = OB'C' + OC 'B' ; 
d’où; en prenant les suppléments, BOC=B'OC'. 

11 résulte de là que les deux triangles BOC, B'OC' peu- 
vent être regardés comme ayant même hauteur et même 
angle opposé à la base ; donc, par le théorème précédent, 
B'C'<BC. Cette inégalité donne B'F'-+-F'C'<BF +FC; 
d’où B'E + B'F'-f-F'C'+C'G<BE-|-BF+FC+CG; etc. 

Ainsi, tant que le polygone considéré ne sera pas régu- 
lier, on pourra diminuer son périmètre, et par suite sa 
surface. Le polygone minimum est donc régulier. 
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THÉORÈME XXIV. 

De deux polygones fégiiliers, circonscrits à un même cercle, celai qai a le plus 
grand nombre de côtés est le plus petit en surface et en périmètre. 

En effet, un polygone régulier circonscrit, de n côtés, 
peut être regardé comme un polygone irrégulier de (n+1) 
côtés ; donc, d'après le théorème précédeut, il est plus 
*^rand que le polygone régulier circonscrit, de (n-t-1) 
côtés, etc. 


THÉORÈME XXV. 

Si, sur les deux segments AC, BC du diamètre AB d’un cercle 0, on décrit, de 
, part et d’autre de cette droite , deux demi-circonférences ADC , CEB, la 
ligne ADCED, formée par l’ensemble de ces deux demi -circonférences, 
partage le cercle en deux segments proportionnels aux deux segments du 
diamètre. 


Fie. 254. Les demi-cercles décrits sur AB, AG, BG sont entre eux 
comme les carrés de leurs diamètres ; donc 


Mais 


AÈBECD 

AGBECD 


* 1 s 

AB 4-BC —AC 

- — i — * — V* 
AB — BC -f- AC 


AB=(ÀC+BC)*, et BG — AG 2 — (AG 4- BC) (BC — AC); 


AFBECD ,(AC-t-BC)-f-(BC-AC)_BC V 
AGBECD ( AC-t- BC) — (BC — AC) AC' 

Remarque. La somme des demi-circonférences ADC, 
CEB est équivalente à la demi-circonférence décrite sur AB. 
Il résulte de là et de ce qui vient d’être démontré , que si 
l’on divise le diamètre d'un cercle en n parties égales, puis 
que sur chacune des couples de segments ainsi détermines. 
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on décrive, de part et d’autre de ce diamètre, des clemi-cir- 
conférences, on aura partagé le cercle en n parties équiva- 
lentes en surface et en périmètre. 


THÉORÈME XXVI. 

Un trapèze circulaire ABCD a pour mesure la demi-somme de ses bases AB, 

CD, multipliée par sa hauteur AC. 

Le trapèze circulaire ABCD est la différence des secteurs Fig. 255. 
semblables AOB, COD ; donc, en représentant par T l’aire 
de ce trapèze, et par a le rapport de l’angle AOB à quatre 
angles droits, nous aurons 

T =«.*(15—00). 

Or, ÀÔ-CÔ=(AO+CO) AC; donc T=a* (AO+OC) AC. 

D’ailleurs , an (AO + OC) représente, évidemment . la 
demi-somme des arcs AB , CD ; donc, etc. 

■ THÉORÈME XXVII. 

Une couronne circulaire, comprise entre deux circonférences concentriques , 
est équivalente au cercle ayant pour diamètre une corde de la grande cir- 
conférence, tangente à la petite. 

En effet, on a, pour l’aire C de cette couronne, Fig. 256. 

C=* (OB — OA) 2 = * (OB -h OA) (OB —OA). 

Or, OB + OA =0D -h 0A= AD, OB — OA = AB. De 
plus, la tangente AE est moyenne proportionnelle entre AU 
et AB ; donc 

— _2 

.' C = * AÉ, etc. 
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PROBLÈME I. 


Connaissant les périmètres p, P de deux polygones réguliers semblables , 
l’un inscrit, l'autre circonscrit, déterminer les périmètres p' t F des poly- 
gones réguliers inscrit cl circonscrit, d'un nombre double de cités. 


Fig. 257. AB étant le côté d’un polygone régulier de n côtés, inscrit 
à un cercle O ; menons la tangente CD, parallèle, à AB, et 
terminons-la aux rayons prolongés OA, OB : CD sera le 
côté du polygone régulier circonscrit, homologue à AB. 

Joignons le point de contact E, milieu de l’arc AB , au 
point A : la corde AE sera le côté du polygone régulier 
inscrit, de 2 « côtés. Enfin, si nous menons les bissectrices 
OF, OG des angles AOE, EOB, la partie FG de CD sera 
le côté du polygone régulier de 2n côtés, circonscrit au 
cercle 0. 

Nous aurons donc, en premier lieu, 
p—n. AB, P=u. CD, p'=2n. AE, P'=^2n. FG. ' 


Pour évaluer P' en fonction d ep et de P, observons que 
la bissectrice OF et les parallèles CD, AB donnent 


d’où 


cf co co CD # 

FE OE AO AB’ 

CE CD 4- A B 

FE AB - 


Si l’on multiplie par 4 » les deux termes du premier 
rapport, et par n les deux termes du second, ou obtient, à 
cause des valeurs ci-dessus 


p? g Pp 

P+ÿ‘ 

Pour obtenir p', observons que les deux triangles rec- 
tangles EIF, AHF sont semblables, et donnent 

d’où ÂE = 2 Ail. EF. 
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En multipliant les deux membres par 4n*, et extrayant les 
racines, nous aurons donc 

Remarque. A l’aide des formules que nous venons d’ob- 
tenir, on peut prouver que la différence P' — p' entre les 
périmètres de deux polygones réguliers de 2 n côtés, in- 
scrit et circonscrit à un cercle donné, est moindre que le 
quart de la différence P — p entre les périmètres des poly- 
gones réguliers de n côtés, inscrit et circonscrit au même 
cercle. Mais on parvient plus rapidement au même résultat 
en employant la démonstration géométrique suivante, don- 
née par M. Bertot. 

Soient, comme précédemment, AB , CD les côtés des p, G 358 . 
polygones réguliers de n côtés, inscrit et circonscrit ; et AE 
le côté du polygone régulier inscrit, de 2n côtés. Si nous 
menons la tangente FG parallèle à AE, et que nous la ter- 
minions aux prolongements des rayons OA, OE, celte tan- 
gente sera le côté du polygone régulier circonscrit, de 
2 n côtés. Nous aurons donc 

p=n.AB=2n.AH, P=2n.CE, p'=2n.AE, P'=2n.FG; 
en sorte qu’il suffit de démontrer la relation suivante : 

. FG-AE<i(CE— AH). 

Menons AML parallèle à OE; nous aurons FM=FG — AE, 

CL=CE — Ail ; et l’inégalité deviendra FM < j CL. 

La corde KE étant bissectrice de l’angle CEA, on a 
1 K<jIN; d’où, en menant APQ parallèle à OKN : AP<| AQ. 

Il résulte de là qu’une parallèle à CL, menée par le point P, 
et terminée aux côtés de l’angle CAL, serait plus petite que 
le quart de CL. Or, FM étant également inclinée sur les côtés 
de cet angle , est moindre que cette parallèle ; donc, etc. 

«s 
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PROBLÈME 11. 


Connaissant les aires A, B de deux polygones réguliers semblables , l’un in- 
scrit, l’abirc cibeonstril , trouver les aires A', B' des polygones réguliers 
iuseritrt circonscrit, d’un nombre double de cités. 


Fig, 257. En conservant les constructions précédentes , et en ap- 
pelant n le nombre des côtés de chacun des deux premiers 
polygones, nous aurons 

A=2 n.AOII, B=2n.COE, A'=2«.AOE, B'==4».FOB. 

Cherchons donc des relations entre les aires des triangles 
AOH, COE, AOE, FOE. 

Les deux triangles AOH, AOE ont même hauteur? dune 

AOH _ ou 
AOE OE' 

De même, les deux triangles ÀOÈ, COE ont même hau- 
teur; donc 

AOE OA 
COE Sc * 


Mais, à cause des parallèles, ; ‘conséquemment , 

Àoft A‘ôf. v 

AOÊ COE r ^OÙ 

A A' 

A’— B’ • . 

La première relation esl donc A'==r ÀÏL 
Poür Obtenir la sècOtide, observons d’abord que les déùx 
triangles COE, FOE, qui ont même hauteur, doiùtent, à càuse 
de là bissectrice OF : 

COE CE_^_OC-t-OE 

FOE . FE OE ' 

Màis bfe—OA, èt l’ôn a 

bc m AOE , 

OA ÔH AOH' 
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* 


doue 


COE AOE+AOH 

FOÉ ÂÔH ‘ 


Multipliant les deux termes de chaque rapport par 4 n, nous 
obtenons ou 

B À * 

T) r ^ AB 

D A4-A ,# 

Remarque. On peut démontrer assez simplement qUo la 


'différence B'' — A' mire les aires des polygones inscrit et 
circonscrit, de 2 n côtés, ) est moindre que le quart dé la diffé- 
rence B — À entre les aires des polygones inscrit et circon- 
scrit, de n côtés. 


Observons d’abord que ces deux différences sont pro- 
portionnelles à ÀFË et ÀCÉ1Ï. Conséquemment, il suffit de 
faire voir que 1e triangle AFE est moindre que lé quart du 
tfâpfeze A.CE1I, où que l'on a 

FE < \ (CE + AH) . 

Soit K le point dé rencontre de la bissectrice OF avec AH : 
nous aurons FE === AF == AK == KE , attendu que AÉ est 
la bissectrice de l’anglé FA'B. L’illégalité précédente se 
réduit donc !t FÉ <C ; (CF -+■ Kit) . 


Or, les deux triangles rectangles CAF, EHK sont sem- 
blables ; et ils donnent 

CF AF CF. FE 

EK~~KH’ 0U FE KH * 

Mais on sait que la moyenne par quotient est moin dre 
que la moyenne par différence : l’inégalité est doue démon- 
trée. 

Ajoutons que la relation B' — A'-<j (B— A) peut, aussi 


bien que l’inégalité P'— p'< | (P — p), être obtenue par un 
calcul simple. 
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PROBLÈME III. 

Connaissant le rayon R et l’apothème r d’un polygone régulier, trouver le 
rayon R' et l’apothème r 1 d’un polygone régulier isopérimèlre, et d’un 
nombre double de côtés. 

Fig. 259. Soient AB le côté du premier polygone ; O, son centre, 
OA = R le rayon du cercle circonscrit; OD = r l’apo- 
thème. Prenons le milieu C de l’arc ACB. Menons AC, CB ; 
puis OA' perpendiculaire à AC, et OB' perpendiculaire à BC. 
Il est clair que la corde A'B' sera la moitié de AB, et que 
l’angle A'OB' sera la moitié de AOB ; d’où il résulte que 
OA' sera le rayon R' du second polygone, et que OD' sera 
son apothème r'(*). 

Cela posé, le point D ' est le milieu de OD, et OA ' est une 
moyenne proportionnelle entre OC et OD' ; donc 

r '= j (r + R) , R'= I / Rr'. 

Ainsi, le second apothème est une moyenne par différence 
entre le premier apothème et le premier rayon ; et le second 
rayon est une moyenne par quotient entre le premier rayon 
et le second apothème. 

Remarques. 1° La flèche CD est égale à R — r; et si, du 
point O pris comme centre, nous décrivons l’arc A'EB', nous 
aurons R' — r'=ED'. Or, la corde A'E est bissectrice de 
l’angle CA'D' ; donc, à cause de AT)' < A'C, on a 

ED ' <5 CD', ED'<;CD, 
ou enfin R'— r'< ~ (R — r). 

(*) Cette élégante construction est due à feu M. Léger, chef d’insti- 
tution à Montmorency. (Voyez Nouvelles Annales de Mathématiques , 
tome V.) 
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Ainsi, la différence entre le second rayon et le second 
apothème est moindre que le quart de la différence entre le 
premier rayon et le premier apothème. 

2° Les formules ci-dessus sont beaucoup plus simples 
que celles qui résolvent les Problèmes I et II. Mais, ainsi 
que M. Vincent l'a fait voir , on peut ramener celles-ci aux 
premières. Prenons, par exemple, les deux relations 

A'=/ÂB, B'=4^. 

A*4“ A 

Posons À= ? , B= i , A'= ^ , B'= -p ; et nous obtien- 
drons, par un calcul très-simple, 

a'r=y^b, b'=!(a'+b). - , 


PROBLÈME IV. 

Connaissant les périmètres de deux polygones réguliers inscrits, l’un de n 
côtés, l’autre de în côtés, trouver le périmètre du polygone régulier in- 
scrit, de i n côtés. 


Nommons p,p', f les périmètres successifs ; nommons 
P. P\ P" les périmètres des polygones réguliers circonscrits, 
respectivement semblables aux premiers polygones. Nous 
aurons, par le Problème I ; 


ni aP P 

P+p’ 

p" * P P' 

P'-t-P’’ 


p'h=P ’p, 
p"*=py. 


Si, entre les trois dernières équations, on élimine P' et 
P", on aura la relation cherchée. 

Or, P'— — ; d’où, en substituant, P'= puis eutin 

p p+p r 


j)"* 


*p'* 

p-è-p’’ 


Digitized by Google 



198 


THÉORÈMES ET PROBLÈMES 


Remarques. 1° Si, dans un cercle donné, on inserit une 
série indéfinie de polygones réguliers, dont les nombres de 
côtés aillent sans cesse en doublant, pn aura, en représen- 
tant par p,, p s ,p,,... p*_,, p t , pt+ 1 ,.., les périmètres de 
ees polygones : 




(P*)* 

fi-hfk- 1’ 


2° Cette formule peut être écrite ainsi qu'il suit : 



Si donc nous ^présentons généralement par m k le rap- 
port du périmètre p* +1 au périmètre p k , nous aurons 


mt==l/ 


2mi_i 
I -+- mu 


ô n Si, au lieu d’éliminer P' et P” entre les éqqatiqns cj- 
fjessus, qp élipnnait p pt p', on trouverait des résultats 
moins simples que ceux auxquels nous venons de parvenir. 


PROBITE y. 

Connaissant les aires de deux polygones réguliers insrrils , l’un de n côtés , 
l’autre de 2 n côtés , trouver l’aire du polygone régulier inscrit, de 4 n 
côtés. 


Les formules dp Problème II donnent, par un calcul sem- 
blable à celui qui précède, 


A"* 


SA’ 

A-t-A’’ . 


Remarques. 1° La loi dos aires est la même que \q loi des 
périmètres. 

2° Nommons A, , A„ A S) ... A*_,, At, A i+ i,... les aires 
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§1? P^FÎmètres pflf &£ WBFfàSRté» par 

Pu P», P»f-i et nous aurons 


Ah 

À*- j , 

A*-t 


t*^**^.' c^y= 2 - 

f i 

puis, en appelant l k lp rappppt ^±1, 

v #/ * x *-i 

h~ r i^üTv 

PROBLÈME VI. 

Connaissait les rayons R, R' de deux polygones régnljers isogéi imètfgs, Pji^ 
’ de n côtés, l’autre de ï n côtés , trouver le rayon R" du polygone régulier 
isopérimèlre, de 4 n côtés. 

Les formules du Problème III donnent 
ft"t_ yot+R') . ' 


R» 


d’où, en général, | / 1+R t-i . 


Remarques. 1° Si l’on emploie les plus simples formules 
de la trigonométrie^ pu arrive, ù l’^iyie. de la relation précé- 
dente, à un résultat assez remarquable. En effet, les rayons 
R,, R*,... vont sans cesse en diminuant; d9 nc J e rapport 

?* étant plus petit que l’unité, est égal au cosinus 4 ni) cer * 
tain arc a. Dès lors , Si = #/ cos - ; et , par 

, R*4-1 * 

cpp^equeul, -^==cps 


Cette conclusion est, du reste, évidente à l’inspection de p, G> 259. 

OV Ri 

OA Rf 


la figure. En effet, §r = fff “ cos A0A ' ; donc * semb ! a ‘ 
blement, 


|i=cos^, etc. 

* 
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2° Multiplions entre elles les valeurs de tous les rapports : 
nous obtiendrons 

R* +1 = R, . cosa. cos cos ^... cos-^-. 

a a» ji— i 


PROBLÈME VII. 


Calculer les aires et les périmètres des polygones réguliers de 4, 8, 16,... 
côtés, inscrits à un cercle donné. 

Prenons pour unité le rayon de ce cercle, et commençons 
par déterminer directement les aires et les périmètres du 
carré et de l’octogone. Un calcul facile donne 

Ai = 2» ^=21/2,^= 4 f/2, 2; 

d’où A.=t^2=-i- «1 — o I /î-\/à_ L_ 

v't’ m '- l V — 

Nous obtiendrons ensuite, par les formules 


v=|/ 


1+X*-,’ 


mi k= 


1/ 


2wt-i 
1+ro*— i’ 


Xt ~~ l / i+PW^ = |/^Kï+Vi ==m * ’ 

v'i etC ‘ 

La loi de ces valeurs est manifeste; et d’ailleurs, par un 
procédé bien connu, on pourrait démontrer quelle est gé- 
nérale. 

Remarquons maintenant que l’aire et le périmètre du 
polygone de 2* +1 côtés seront représentés par A* et p k , et 
que nous avons 

A*==A, X,. A, . i,... À* _i, .m, . wit_, ; 
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donc Ajf= 2 . 


V* |/I+V2 ' y r â+f/~ 2+v/â 
k étant le nombre des facteurs ; et 


P *- 4, v'à • Vt+Vl * 
fr+1 étant le nombre des facteurs. 

Par exemple, l’aire et le périmètre du polygone régulier 
de 64 côtés seront représentés par 

2 î/2 ‘ V%Wï ’ V 2+Kï+i/V ^2+1/2^24^’ 


p,=4 




1/2 • Pï+l/2 ■ Vî+Vi+v'i ■ l/ï+l^+V^I 


24-^ 2+^ 2+K2+t/2 

Remarques. 1° Si on voulait passer au calcul numérique, 
ces formules seraient fort incommodes ; mais il est bien 
aisé de les transformer. En effet, si nous considérons par 
exemple la valeur de A 5 , nous aurons , en divisant les deux 
membres par 


A» 


K./'ny 


2+ Va 


V* V^y/l V~î + \/^.yï V 2 — V ï+ j/a 
2» ^ 

|/â J/â 


2i.-ï,=2‘; 


K2+P§ K2-V/2 
donc Aj=2|/ a-l/j-t-t/liTv 7 !. 

De même, p J =2'|/^a-l/ / 2+^2+^^^. 

En général, k^W-' 
k étant le nombre des radicaux ; 
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et p*=2* +1 

fc+1 étant le nombre des radicaux. 

2° La comparaison de ces valeurs donne la relation 
simple 

/>*=2A* +| . 

3° En général, 

Afc = |pit.«*, 

«^représentant l’apothème; dotîc 

(ik=\v r l+V*+v*+-..., 

le nombre des radicaux étant fc+i- 
4° A mesure que le nombre des Côtés du polygone aug- 
mente, l’apothème tend vers le rayon ; 

donc 2 =lim. \^î+\Tï+Vi^... (*). 

. PROBLÈME VIH. 

donf|é fil} rfcmi-cfircle ACR, op abaisse, ij’up pojpt qpfikppqiff fj (Je jj) 
circonférence, une perpendiculaire CD sur le diamètre AB j on décrit , sur 
les deux segments AD , BD , pris comme diamètres , dés demi-cercles 
AED, BFD. Quelle est la piesure (Je l'espace curviligne ACBFDE? 

Fie. 260. Cet espace se compose du demi-cercle décrit sur AB, 
diminué des deux autres demi-cercles. 

Conséquemment, en représentant par A l’aipe cherchée, 
nous aurons 

i 

A=5 7t [AB— ÀQ— BD]. 

Mais AB=AB+BD ; d’où ÂB— ÂD— BD=2 AD.BD. 

(*) Les problèmes III el suivants peuvent servir à approcher du rap- 
port de ta circonférence au diamètre. On peut consulter, sur ce §uje’t, 
les Nouvelles Annales de Mathématiques. 
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Et connue CD est moyenne’ proportionnelle entre AD et 
BD, l’expression précédente se réduit à 

A=i7t.CD? 

Ainsi, la figure ACBFDE est équivalente au cercle décrit 
sur CD comme diamètre. 


PROBLÈME IX (*). 

On construit, sur le diamètre A B d’uqc circonférence C, un triangle équila- 
téral ABD ; on divise AB en un nombre n de parties égales, et l'on joint 
l'extrémité E de la seconde division, avec le point D, par la sécante DEF . 
Quelle est l’expression de lq corde AFt 


Frencns pour unité le rayon de la circonférence ; désj- Fig. 261. 
gnons, pour abréger, par é la distance CE}, laquelle est 

égale à 1— £. Représentons AF par ¥ ptDFpap y. 
abaissons AA' et CC' perpendiculaires sur DF. 

Nous aurons, dans les triangles ADF, CDF, 

AfLdfVâD- 2 DF. DA', 


qF = DfVcü — 2 DF. DC', 


Le triangle ABD étant équilatéral, AD = $ et CD = : 
les équations précédentes deviennent donc 
p* — 4 — 2 y. DA', 

1 = y»+ 3 — 2i/. Dp'. 

En retranchant membre à membre, on obtient 
05 ’= 2 — 2 y. A'C'. 


Pour évaluer A'C', considérons les triangles semblables 
AATS, CC'E, DCE : ils donnent 


A’C' 

AC 


=ni « i'C'-xr- 


EC ED 


ect s 


(*) Extrait de mes Éléments de Géométrie- (B. €■) 


* 
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L'équation ci-dessus devient, à l’aide de cette valeur 
Actuellement, le triangle rectangle ECD donne 


rif/ CD 3 

^ "~ËD j/3+P > 


donc l’équation en y se réduit à 


y*— 6 


Elle donne 


y= 



La sécante DF rencontre la circonférence aux deux points 
F, G : c’est pourquoi nous obtenons pour y deux valeurs. 
En ne conservant que la plus grande , et en la substituant 
dans la dernière équation en x et y, nous trouvons finale- 
ment, pour le carré de la corde AF, 


æ *=2 — 2 d 


3-f- y 3 — 2 à* 
3+S* * 


Supposons négal successivement à 3, 4, 5, 6,... ; nous 
aurons 


71 = 3, 

s. 

x = VZ; 

71 = 4, 

© 

II 

x = /2; 

li 

e 

«. I 

. /6i—v'T3 


X =l/ 38 ’ 

71 = 6, 


x — i. 


Les deux premières valeurs et la quatrième représentent 
rigoureusement les côtés du triangle équilatéral, du carré 
et de l’hexagone réguliers, inscrits dans le cercle C. 

Quant à la valeur de x qui répond à n==5, elle n’est 
pas égale au côté du pentagone régulier, dont l'expression 

estc = iFlO-2l/5; 
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mais elle en diffère assez peu : car on trouve 

®=1, 1785..., c = l, 1749.... 


La construction indiquée dans l’énoncé du problème peut 
donc servir à inscrire, dans une circonférence donnée, un 
certain nombre de polygones réguliers, soit rigoureusement, 
soit par approximation. 


A l’eilrémité B du rayon CB d’un cercle donné C, on élève une tangente 
/ BD égale au diamètre; on prolonge cette tangente d'une quantité D« 
égale au cinquième du rayon, et d’une quantité Dl> égale aux trois cin- 
quièmes du rayon ; on prend BA égale à Ca ; enfin , par le point A, on 
mène AE parallèle à Cô. Quelle est l’expression de BE ! 

Prenons le rayon pour unité : nous aurons, successive- Fi G . 262. 
ment, 


BA=Co=[/ 1-H^=Î1 / 146; BE=y. BA=g/146. 


La droite BE est, à fort peu près, égale à la circonférence 
rectifiée. 

En effet, en appliquant les logarithmes, on trouve 


PROBLÈME X. 



log. 146 =2,16435286, 



j = 1,08217643, 
log. 13 = 1,11594335, 



log. 50 = 1,69897000, 


log. ^ BE= 0,49714978, 
\ BE = 3, 1415919. 



y'Vf»' w 
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Or, le rapport de la circonférence au diamètre e'sl égal à 
5,141592...; etc. 

Cette construction a été donnée par M. Specht. 


PROBLÈME XL 

Les côtés d’un décagone régulier étoilé ABC..,, inscrit à un cercle 0, for- 
ment, par leurs intersections successives, un polygone régulier AaHAEe... 
ayant vingt côtés. Quels sont, en fonction dn rayon R du cercle 0, l’aire 
P et le périmètre p de ce polygone ? 

Fig. 263. 1° Menons la corde AH : nous formerons deux triangles 

AaH, AHM, lesquels, comme il est aisé de le voir, seront 
isoscèles et semblables. Conséquemment, 

. Âïï* 

^ a AM • 

On sait que AII=^R (Pl>— 1), et que xVM=R (Th. ttl) ; 

donc Aa=\ R (/5 — l)*=i R (5—^5) (*)■ 

En répétant vingt fois cette valeur, nous aurons, pour 
l’expression du périmètre, 

p= ÎOR^-P'S). 

2° Le polygone AaEh... se compose de vingt triangles 
égaux à AerO ; donc l’aire de ce polygone sera égale au péri- 
mètre multiplié par la moitié de l’apothème OP. Celui-ci 

a pour expression R a — iAB^Rj// 1 — ^ 3 ^ 

(*) Il résulte de celte expression, ou de l’inspection de la ligure, que 
Aa-f-AH— lt. On reconnaît aussi que le côté A a de notre polygone est 
égal à la plus graude partie du côté du décagone régulier convexe, 
partagé en moyenne et extrême raison. 
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(Th. III, tertiàrque 2°), ou, en simplifiant, J H 1/10—2^5. 
Conséquemment, P— jR J (5 — I / l>) 1^10 — 2|/5, ou 
P=|R a K50 — 22 K5. 

PROBLÈME Xll. 

Inscrire , à nne circonférence donnée, un polvgone régulier 
de trente-quatre côtés. 

]\'oUs avons démontré ci-dessus (Th. VIII) qü’il est pos- Fig. 241. 
sible de partager la circonférence en dix-sept parties égales, 
au moyen de la règle et du compas. Il résulte immédiatement 
de là, qu’à une circonférence donnée , on peut inscrire le 
polygone régulier de dix-sept côtés, et par suite celui de 
trente-quatre côtés. Pour plus de simplicité, nous nous oc- 
cuperons de la construction de ce dernier polygone. 

Remarquons d’abord que si la circonférence C de rayon 
R, est partagée en dix-sept parties égales, la corde 0A 8 , qui 
joint le point A 8 avec le point 0 diamétralement opposé àu 
point Ao, est le côté cherché. Or, nous avons (voyezp. 178), 
OA,-t-OA 8 =P, 0A„.OÂ 8 =R (OAa-OA,), 
oti OA, . OA 8 =RN. 

Lorsque P et N seront connus, ces deux équations détéŸ- 
mineront OA,, côté d’un polygone étoilé, etOA 8 , côté du 
polygone convexe de trente-quatre côtés : 0A 8 est évidem- 
ment donné par la plus petite des deux racines. 

Pour déterminer P et N, posons M — N=r, P — Q—x'; 
alors, x et x ’ étant supposés conuûs , nous aurons, en pre- 
mier lieu M — N=x, MN=R’, 

et ensuite P — Q=æ', PQ=R’. 
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Enfin, x et x' sont donnés par les deux équations 
x — x'=R, xx'= 4 R*. 

Nous pouvons maintenant nous proposer, soit la résolu- 
tion de ces diverses équations, soit la construction à la- 
quelle elles donnent lieu. 

Résolution. La première question 11 e présente aucune dif- 
ficulté : on obtient en effet, par les propriétés les plus sim- 
ples de l’équation du second degré, les valeurs qui suivent • 

£C- ■ R (1+V/Ï7) , i R (— HVÏ7); 

P-j r[— i+VTt+V-AS-ïVvi] , N - 1 R [- 1 — Vvi-\Y 3W-2V/Ï7J , 
oa,=|r(— i+vn+ÿ 3i— SV/n)— 

iRj/(_t4-V/n-l-l/ 3l-2t/Ï7) s - 16(— 1-1/174-1^34+21/17). 

Cette dernière valeur, développée, devient OA«=e= 

jr[— i+Viî+ y sv— jV/ïï — V 68+isV/Ï7— *|/ sv— *i/ IÎ— « V ü+Jl/ÏT+îpsi (n— v'ïï)] • 

On peut réunir les deux termes : — 2 VZA — ’iV 17 , 
2k / 34(17 — K l 7); et l’on obtient, finalement, 

C — •; R [— 1+ \/ÎT+- 1/3V- i V iï— î 1^17+ 8 1/TT+ P 170 — 16V/Î7- V |/SM-I V/îï] • (*) 

Fie. 264. Construction. Sur le rayon OA du cercle donné , pris 
comme diamètre, décrivons une circonférence ; élevons la 
tangente AD égale à 2 R; joignons le point D au milieu C 
de OA, par la transversale DC; et soient E, E' les points 
où elle coupe la petite circonférence. Nous aurons 

(*) On peut encore réduire cette expression ; car si l'on pose 
sÿu+iVlà—l/ 170— 26V/27— r, 
on trouve, par une méthode indiquée dans tous les Traités d'algèbre, 

r^V 170+ 38^17. 

Donc 

«— ’~r[— l-t-V'17-f- y^ 3i— 2V/Î7— 2 ^17+3v/n— ^70+38 V/fYJ- 
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DE . DE'=ÂD — 4i{’ ; DE— DE'=R ; 
donc DE=x, et DE'=æ'. 

Sur ces deux segments DE, DE', décrivons les demi-cir- 
confércnccs DUE, DH'E'; menons, perpendiculairement à 
CD, la droite DF égale à R; joignons le point F aux centres 
G, G' des demi-circonférences DE, DE'; et soient H, H' les 
points où les droites de jonction coupent ces lignes. Il est 
facile de voir que FH =N et que FH'=P. 
t Actuellement, à cause de l’équation OA s .OA„=RN, et 
d après ce qui a été dit ci-dessus, OA 8 , ou c, est égal au plus 
petit côté d’un rectangle équivalent à celui dont les dimen- 
sions seraient R et N. Nous devons donc, préalablement, 
chercher le côté du carré équivalent à cette dernière figure. 
C’est ce qui se fait en décrivant, sur DF comme diamètre, une 
demi-circonférence DLF, portant FII de F en K, élevant 
KL perpendiculaire à DF, et menant FL. 

Décrivons maintenant, sur FH'=P comme diamètre, 
une nouvelle demi-circonférence FMH'; menons MN pa- 
rallèle à FH' et distante de cette dernière droite d’une 
quantité égale à FL ; puis abaissons MP perpendiculaire 
à FH'. Nous aurons FP+PH'=P, FP.PH'=PM=RN; 
donc PF=c. 

Remarque. A cause de l’imperfection des instruments, 
et de la multiplicité des constructions, il est bien difficile, 
dans la pratique, que PF soit rigoureusement la corde du 
trente-quatrième de la circonférence. Aussi, lorsqu’il n’est 
question que d’un problème graphique, on doit préférer, à 
la construction précédente, la méthode des essais ou des 
tâtonnements. 
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PROBLEME XIII. 


Calculer, à moins de 0,000), le rapport entre le colé du polygone réplier 
de trente-quatre côtés et le rayon du cercle circonscrit. 


Reprenons l’expression 

L_V [_i+\/iT + V 31- sl/iî— 2 Vïi+3 vîï-t- l^Tïô^-ïel/iT- 4 K sw-* V'EU • 
Afin d’arriver plus rapidement au résultat, nous appli- 
querons les logarithmes. Mais, comme on ne peut effectuer 
par leur moyen, ni addition ni soustraction, nous calcule- 
rons séparément les diverses parties : 

-1-B/Ï7-A, V 3t— 21/Ï7-B, 17-Ktl/ÎT ■=<:,, \T .70— 26I/Ï7-D, 
\f 31+81/17— E, V/C+O— 4E-F. 

Les opérations prennent alors la disposition suivante. 


I.og. 17— 1 ,3301489a 
i — 0, 61523446 

V^17 = 4,12310 
A — 3,12310 

l log. 17 -0,61522446 
Log. 26- 1,41497335 

2,03019781 
26 ^17 — 107,2018 
170—26 VÛ — 62,7982 

Log. - 1,7979472 

i - 0,8989736 

D - 7,92453 

A — 3,12310 + 

B — 5,07482 -+• 

ÎF — 6,72160 — 

1,47632 

g - 0 -' 8t5 * “ S' 


2 VU - 8,24620 
34 — 2 VÛ — 25,75380 

1 log. — 0,7054206 

B — 5,072482 

2 VU — 8,24620 
34 + 2 V^n — 42,24620 

~ log. — 0,8128944 
E- 6,40972 


3 \/l7- 12,36930 

C = 29,36930 + 
D— 7,02453 + 

4 E — 95,99888 — 

11,29495 

Log. — 1,0528846 
' i - 0,5264423 + 

Log. 2 — 0,3010300 -+- 

0,8274723 

1 ïF— 6,72160 
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Nous trouvons doue, pour le rapport cherché, 

1=0,18454. 

» V 

Cette valeur, bien qu’obtenue par l’emploi des logarithmes, 
est approchée à moins de 0,00001 : car on trouve, par une 
autre méthode, 1 =0,184558... 

PROBLÈME XIV. 

Calculer, à moins de 0,000 1 , le rapport entre le côté du polygone régulier 
de dix-sept côtés et le rayon du cercle circonscrit. 

On sait qu’en appelant c et C les côtés des polygones 
réguliers, de 2 « côtés et de n côtés, inscrits au cercle de 
rayon R, on a 


l/( 2+ £) ( 2 — sJ- 

Appliquons cette formule, en remplaçant g- par la valeur 
0,18454, trouvée cbdessus. 

Nous aurons. 2+1=2,18454; 2-1=1,81546; puis 

Log. 2,18454= 0,5395600 
Log. 1,81546=0,2589867 


m- 


■ 


0,5983467 
5 =0,2991733 
Log. 0,1 8454= F, 2660905 


m 




1 ,5652658= log. 
|-=0,567505. 

On vérifie, par d’autres méthodes , que cette valeur est 
approchée à moins de 0, 00001 . 
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Remarques. 1° Nous avons vu, précédemment, combien 
est compliquée la construction du polygone régulier de 
trente-quatre côtés ; il en est de même pour le polygone de 
dix-sept côtés. Une construction approchée peut donc être 
utile. Or, si l’on compare la valeur ci-dessus avec celle qui 
donne le côté du triangle équilatéral inscrit , on reconnaît 
bientôt que le côté du polygone régulier inscrit, de dix-sept 
côtés, égale, à fort peu près, la demi-différence entre le côté 
du triangle équilatéral inscrit et le côté de l'hexagone régu- 
lier inscrit. 

En effet, en prenant le rayon pour unité, le côté du 
triangle équilatéral = pl3=l ,73205, 

le côté de l’hexagone régulier = 1 . 

différence =0,73205. 
i =0,36602. 

Cette quantité diffère deC d’environ 0,001 ; donc, etc. 

2° Si l’on appliquait la construction générale indiquée 
dans le Problème IX, on arriverait à un résultat moins ap- 
proché, mais assez curieux. On a en effet, pour n=17 : 
d=j^, puis , valeur rationnelle et fort simple. 

Elle donne x=0, 37796..., quantité qui surpasse C d’en- 
viron 0,02. 
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LITRE T. 


THÉORÈME I. 

Lorsque deux faces d’un angle trièdre sont égales, les angles dièdres 
opposés à ces faces sont égaux. 

Soit, dans l’angle trièdre S, la face SCA égale à la face Fig. 205. 
SCB : je dis que les angles dièdres suivant SA et suivant SB 
sont égaux entre eux. 

Abaissons, d'un point quelconque de l’arête SC, des per- 
pendiculaires CA, CB sur SA, SB, et une perpendiculaire 
CP à la face ASB ; menons CA, CB, PA, PB et enfin SP. 

Les deux triangles rectangles CAS, CBS sont égaux 
comme ayant l’hypoténuse commune et un angle aigu égal; 
donc SA=SB. Il résulte de là que les deux triangles rectan- 
gles CPA, CPB sont égaux comme ayant l’hypoténuse égale 
et un côté commun ; donc PAC=PBC. Mais ces angles 
sont ceux qui mesurent les angles dièdres SA, SB ; etc. 

Remarque. Si CP se confondait avec CS, les deux angles 
dièdres SA , SB seraient égaux comme droits. 

THÉORÈME II. 

Dans tout trièdre, à une plus grande face est opposé un plus grand angle 

dièdre. 

Soit, dans l’angle trièdre S, la face ASC plus grande Fig. 265. 
que la face BSC : je dis que l’angle dièdre SB sera plus 
grand que l’angle dièdre SA. 
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En effet, en répétant la construction précédente, nous 
obtiendrons d’abord les deux triangles rectangles CAS, CBS 
qui ont l’hypoténuse commune , et dans lesquels l’angle 
ASC est, par hypothèse, plus grand que BSC; donc (Théo- 
rème IX, liv. I) CA>CB. Or, ces deux dernières droites 
sont deux obliques menées du point C au plan ASB ; donc 
CAP < CBP ; etc. 


THÉORÈME III. 

Deux angles Dièdres sont égaux, lorsqu'ils ont les faces égales, 
chacune à chacune, et semhlablemeut disposées, 

Fig. 26G. Soient les deux angles trièdres S, S', dans lesquels 
ASB=A'S'B', BSG=B'S'G', CSA=C'S'A\ 

Prenons, à partir des deux sommets S, S', les six dis- 
tances SA, SB, SC, S'A', S'B', S'C', égales entre elles. 

Construisons les deux triangles ABC, A'B'C'; circon- 
scrivons, à ces deux triangles, les deux circonférences O, O'j 
enfin, menons SO, S'O' : ces droites seront perpendicu- 
laires, respectivement, aux plans ABC, A'B'C'. 

Il est d’abord visible que les deux triangles ABC, A'B'C' 
sont égaux entre eux, eornrno ayant les côtés égaux, chacun 
à chacun ; donc les deux cercles circonscrits O, O' sont 
égaux entre eux; d’où il suit que les deux triangles rec- 
tangles SOA, S'O'A', qui ont l’hypoténuse égale et un côté 
égal, sont égaux. 

Si doue on transporte le trièdre S' sur le trièdre S, de 
manière que le triangle A'B'C' coïncide avec son égal ABC , 
les deux centres O, O' coïncideront; la perpendiculaire O'S' 
prendra la direction de OS ; et, comme ees perpendicu-, 
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laires sont égales, lo sommet S' tombera en S. Doue les 
deux angles trièdres coïncideront. 


nËORÈME 


IV. 


Dans tout angle trièdre, les plans bissecteurs des angles dièdres se coupent 
suivant une même droite. 


Soient ASO le plan bissecteur de l’angle dièdre SA, et Fig. 267. 
BSO le plan bissecteur de l’angle dièdre SB. Ces deux 
plans so coupent suivant une droite SO, intérieure à l’angle 
trièdre. Un point quelconque M de cette droite, appartenant 
à la fois aux deux plans ASO, BSO, sera également distant 
des trois faces du trièdre ; donc il appartient au plan bissec- 
teur de l’angle dièdre SC, etc. 

Remarques. 1° Le lieu des points tels que chacun d’eux 
soit également distant des trois faces du trièdre, so com- 
pose de la droite SO, et de trois autres droites SP, SQ, SH. 

Chacune de ces dernières droites est située, à la fois, dans 
un plan bissecteur intérieur, et dans deux plans bissecteurs 
extérieurs. 

2° Coupons le trièdre S par un plan quelconque L, per- Fig. 268. 
pendiculaire à la droite SO. Soit A'B'C la section obtenue 
et soit O' le point où la droite SO perce le plan L. Les 
traces des plans bissecteurs intérieurs seront les droites 
A'O'.B'O', CO'. Quant aux traces des plans bissecteurs 
extérieurs , ce seront des droites NT', P'M\ M'N' respec- 
tivement perpendiculaires aux premières. En effet, la droite 
N'P\ par exemple, a été menée dans le plan L, perpendi- 
culairement à la trace A 'O' du plan ASO; donc elle est 
perpendiculaire à ce dernier plan ; donc le plan bissecteur 
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extérieur , perpendiculaire au plan ASO, et passant par le 
point A', contiendra la droite N'P'; etc. 

Remarquons maintenant que les trois plans bissecteurs 
dont les traces sontP'M', N'M', A'(^', se coupent suivant 
une même droite ; donc leurs traces doivènt converger en 
un même point; donc A'O' prolongée passe en M'. Ainsi ; 
tout plan, mené perpendiculairement à l’intersection des 
trois plans bissecteurs intérieurs d’un trièdre, coupe les six 
plans bissecteurs suivant les trois côtés et les trois hauteurs 
d’un même triangle. (Voyez Th. I, liv. I.) 

3° Nous savons que les droites A'O', B 'O', C'O' sont 
les bissectrices des angles du triangle A'B'C' (Th. II, liv. 
II). Donc les traces des six plans bissecteurs d’un trièdre, 
sur un plan L perpendiculaire à l’intersection des trois plans 
bissecteurs intérieurs, sont les six bissectrices du triangle 
suivant lequel ce plan coupe le trièdre. 

Cette remarque peut recevoir son application dans cer- 
taines épures de Géométrie descriptive. 

THÉORÈME V. 

Dans tout angle trièdre, les plans menés par les arêtes et par les bissectrices 
des faces opposées se coupent suivant une même droite. 

Fto. 269. Prenons, sur les trois arêtes, à partir du sommet, des 
distances SA, SB, SC, égales entre elles ; puis, faisons pas- 
ser un plan par les points A, B, C. 

Le triangle SBC étant isoscèle, la bissectrice SM de l’an- 
gle BSC passera parle milieu M du côté BC. Donc la trace 
du plan ASM sur le plan ABC, est l’une des trois médianes 
du triangle ABC. De même pour les deux plans BSN, CSP. 
Or, Je? trois médianes se coupent en un même point, etc. 
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Remarque. Si l’on considère, indépendamment des bis- 
sectrices intérieures SM, SN, SP, les bissectrices extérieures 
des angles BSC, ASC, BSA, puis que, par chacune de ces 
droites et par l'arête qui n’est pas avec elle dans une même 
face, on mène un plan ; on obtiendra trois nouveaux plans 
qui, combinés avec les trois premiers, détermineront trois 
nouvelles droites SA', SB', SC'. Il est facile de reconnaître 
que, A' étant la trace de SA' sur le plan ABC, le point M 
est le milieu de AA'. Et de même pour SB' et SC'. 

THÉORÈME VI. 

Dans tout angle trièdre, les plans menés par les bissectrices des faces, 

perpendiculairement à ces faces, se coupent suivant une même droite. 

Prenons sur les trois arêtes, à partir du sommet S, les Fig. 270. 
distances égales SA, SB, SG ; et menons le plan ABC. La 
bissectrice SM de la face BSC sera perpendiculaire au côté 
BC, en son milieu M ; et il en sera de même des bissectrices 
SN, SP à l’égard des deux autres faces. Conséquemment, 
les plans menés par ces droites, perpendiculairement aux 
faces correspondantes, auront pour traces, sur le plan ABC, 
les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du 
triangle ABC. Or, ces perpendiculaires se coupent en un 
même point O; donc, etc. 

THÉORÈME VII. 

Les plans menés par les arêtes d’un angle trièdre, perpendiculairement 
aux faces opposées, se coupent suivant une même droite. 

Soit ASM le plan mené par l’arête AS du trièdre S, per- Fig. 271. 
pendiculairement à la face, opposée BSC. Soit, de même. 
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BSN le plan mené par BS, perpendiculairement à la face 
ASC. Ces deux plans so coupent suivant une droite SQ; et 
il s’agit de faire voir que le plaH DSC sera perpendiculaire 
à la face ASB. 

Par un point quelconque O de la droite OS, menons un 
plan perpendiculaire à cette droite ; et soit ABC le triait- 
gle déterminé par les intersections de ce plan avec les trois 
faces de l’angle trièdre. Menons les droites AOM, BON, 
COP, et joignons le point P au sommets. 

Le plan AMS, qui contient une droite perpendiculaire au 
plan ABC, est perpendiculaire à co dernier plan ; d’ailleurs 
il a été mené perpendiculaire au plan BSC; donc la droite 
BG, intersection des plans ABC, BSC, est perpendiculaire 
à AMS; donc elle est perpendiculaire à la droite AM, c’est- 
à-dire que cette dernière droite est la perpendiculaire menée 
par le sommet A du triangle ABC, sur le côté opposé BC. 

Par un raisonnement semblable , on verra que BN est la 
perpendiculaire abaissée du sommet B sur le côté AC ; doue 
(Th. I, liv. I) COP est perpendiculaire à AB ; donc le plan 
CSP est perpendiculaire à AB; etc. 


THÉORÈME VIII. 


H 


Dans tout trièdre, la somme des angles formés par les arêtes avec les bissectrices 
des faces opposées, est moindre que la somme des faces. 


Fig. 272. Coupons l’angle trièdre S par un plan ABC, perpendicu- 
laire, en un point M, à la bissectrice SM de la face BSC. 
Menons la droite AM, et prolongeons cette droite d’une 
quantité égale MA'. Enfin, tirons SA', CA', BA'. 

Le quadrilatère ÀBA'C, dans lequel les diagonales se 
coupent mutuellement en parties égales, est un parallélo- 


i 
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gramme; donc CA'=AB et BA'=AC. En outre, SM est 
perpendiculaire au milieu de AA'; d’où il résulte que 
SA=SA'. On conclut de là que les deux trièdres SABC, 
SA'CB sont égaux entre eux. Or , dans l’angle trièdre 
SABA', la face ASA', double de ASM, est moindre que la 
somme des deux autres. Conséquemment, 

i ouf ^ ASB-+-ASC 

ASM < . 

Ainsi, l’angle formé par l’arête AS et par la bissectrice 
de la face opposée, est moindre que la demi-somme des deux 


autres faces- 

Cette propriété démontre le théorème (Yoyci Th. X, 
liv. I). 


THÉORÈME IX. 

. 

La somme des dièdres d’un angle polyèdre convexe de n faces est compnsc 
entre 2 n et 8(n— 8) dièdres droits. 

D’abord, chacun des dièdres d’un angle polyèdre convexe 
est moindre que 2 droits ; donc la somme des n dièdres 
sera moindre que2n droits. 

En second lieu , si l’on fait passer des plans par une 
arête de l’angle polyèdre et par toutes les arêtes opposées, 
on décompose cet angle en n — 2 trièdres, dans chacun des- 
quels la somme des dièdres est supérieure à 2 droits, etc. 


THÉORÈME X, 

Deux angles trièdres symétriques SABC, SA'B'C', sont équivalents. 

Prenons, à partir du sommet commun S, les six distances Fig. 273. 
SA, SB, SC, SA', SB', SC', égales entre elles : les deux 
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triangles ABC, A'B'C' seront égaux entre eux, et leurs 
plans seront parallèles. Conséquemment, si nous menons 
SP perpendiculaire au plan ABC, le prolongement SP' de 
cette droite sera perpendiculaire au plan A'B'C'. De plus, 
comme les obliques égales ont des projections égales, les 
distances PA, PB, PC seront égales entre elles ; et il en 
sera de même pour P'A', P'B', P'C'. On conclut de là que 
le trièdre SAPB est isoèdre, et qu’il est égal à son symé- 
trique SA 'P 'B'. De même, SBPG est égal à SB'P'C', et 
SCPA est égal à SC'P'A'. Les deux trièdres donnés sont 
donc composés d’un même nombre de parties, égales cha- 
cune à chacune, mais non pareillement assemblées; c’est- 
à-dire qu’ils sont équivalents. 


THÉORÈME XL 

-ÿHT oui angle trièdre est équivalent à l’excès de la demi-somme 
de ses trois angles dièdres sur un dièdre droit. 


Fig. 273. Si nous prolongeons les faces du trièdre SABC, nous for- 
mons le trièdre SA'B'C', symétrique du premier, et trois 
trièdres SBCA', SACB', SABC'. Or, 

trièdre SABC + trièdre SBC A'= dièdre SA, 
trièdre SABC 4- trièdre SACB'= dièdre SB, 
trièdre SABC + trièdre SABC '= dièdre SC. 


Dans la seconde égalité, remplaçons le trièdre SACB' 
par son équivalent SA 'CB ; et nous aurons, en observant 
que la somme des trièdres situés d’un même côté du plan 
SABC est équivalente à 4 trièdres tri-rectangles, ou à 2 diè- 
dres droits : 

2 tr. SABC-l-2 di. droits=di. SA-f-di. SB-f-di. SC ; 


etc ,/r 

d.h*AJtl+- *<■$ (_ 

X 
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THEOREME XII. 

Tout angle polyèdre convexe est équivalent à l’excès de la demi-somme 
de ses angles dièdres sur autant de dièdres droits, qu’il a de faces moins 
deux. 

On démontre ce théorème en décomposant l’angle po- 
lyèdre en angles trièdres, au moyen de plans diagonaux. 

THÉORÈME XIII. 

Tout plan, parallèle à deux côtés opposés d'un quadrilatère gauche, 
partage proportionnellement les deux autres côtés. 

Soient E, F les points où le plan MN, parallèle aux côtés Fig. 274. 

AB, CD, coupe les deux autres côtés AD? BC. Je dis que 

ae BF 

ED FC* 

Faisons passer, suivant CD, le plan PQ parallèle à AB et 
à MN. Menons, par le point A, une parallèle à BC, et soient 
G, H les points où elle perce les plans MN, PQ. Enfin, 
tirons EG, DH : ces droites seront parallèles, comme étant 
les intersections de deux plans parallèles, par un troisième. 
Conséquemment, 

ae AG 

ED GU* 

Mais les droites AG, BF sont égales, comme parallèles 
comprises entre plans parallèles. De même, GH=FC, etc. 

Réciproque. Toute droite , qui divise proportionnellement 
deux côtés opposés d’un quadrilatère gauche, est dans un 
plan parallèle aux deux autres côtés. 
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THÉORÈME XIV. 

Si une première droite EF partage proportionnellement deux côtés opposés AB, 
CD d’un quadrilatère gauche ABCD, et si une seconde droite GH partage pro- 
portionnellement les deux autres côtés du quadrilatère : l°ces deux droites 
sont dans un même plan; 2° chacune d’elles est partagée par l'autre en deux 
segments proportionnels aux segments des côtés qu’elle ne rencontre pas. 

Fig. 275. 1° Suivant AB, faisons passer un plan P parallèle à CD, 

et, conséquemment, parallèle à GII. Par les points C, D, H, 
G menons CG', DD', HH', GG' parallèles à EF, et soient 
C', D', H', G', les points où ces droites percent le plan P. 

Cela posé, observons que le plan des parallèles CG', FE, 
DD' coupe le plan P suivant une droite C'ED', parallèle à 
CD. De plus, les deux droites BC', AD' sont parallèles, 
comme étant les intersections du plan P par les plans pa- 
rallèles ADD', BCC'. 11 s’ensuit que les triangles BEC', 
AED' sont semblables. 

Nous avons, par hypothèse, 

AH HD # 

BG GC ’ 

d’où, à cause des parallèles, 

AIT H'EC AD' Afi 

BG' G'C' BC' BË' 

Si donc nous menons G'E et H'E, les deux triangles 
BG'E, AH'E seront semblables, comme ayant un angle 
égal compris entre côtés proportionnels. 

Par suite, les angles BEG', AEH' seront égaux, etG'EH 
sera une ligne droite; donc G 'II 'I1G est un quadrilatère 
plan, etc. 

2° Soit I le point de rencontre, des droites EF, GH ; on 
aura EI=HH', EF=DD'; d’où, à cause du triangle ADD' : 
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EI^__AH BG . 

IF HD GC ’ 

et, de même, 

III AE DF 

lü EU FC' 

Remarque. Chacune des deux droites EF , GH est dans 
un plan parallèle aux deux côtés qu’elle ne rencontre pas. 

THÉORÈME XV. 

Tout plan transversal détermine, sur les quatre côtés d'un quadrilatère gau- 
che, huit segments tels, que le produit de quatre segments qui n’ont pas 
d’exlrémilcs communes, est égat au produit des quatre autres. 

Soit le quadrilatère gauche ABCD, dont les quatre cotés Fig. 27G. 
sont coupés par un même plan P, aux points E, F, G, H. 

Je dis que l’on aura 

AH. DF. CG. BE— AE. BG. CF. DH. 

Soit M le point de rencontre de la diagonale BD avec le 
plan P : les transversales FG, IIE concourront en P ; et l’on 
aura (Th. YIII, liv. III), dans le triangle ABD : 

AII. DM. BE=AE. BM. DH; 
et dans le triangle BCD : 

DF. CG.BM=DM. BG. CF. 

Multipliant membre à membre, et supprimant DM et BM, 
on obtient la relation demandée. 

Remarques. 1° La réciproque de ce théorème est vraie. 

Elle renferme, comme cas particulier, le Théorème XIII. 

2° Si le plan P était parallèle à la diagonale BD, on au- 
rait 

Alt HD DJF ,CF . 

AÉ — EB » BG CG ’ 
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THÉORÈME XVI. 

Dans tout quadrilatère gauche, les milieux des côtés sont les sommets 
d'un parallélogramme. 

La démonstration est la même que celle du Théorème V, 
livre I. 


THÉORÈME XVII. 

Dans tout quadrilatère gauche, le point de rencontre des droites qni joignent 
les milieux des côtés opposés , est situé au milieu de la droite qni joint 
les milieux des diagonales. 

(Voyez Th. VI, liv. I.) 

THÉORÈME XVIII. 

Tout plan transversal XY détermine, sur les côtés d'un triangle ABC, six 
segments tels, que le produit de trois segments qui n’ont pas d’extrémités 
communes, est égal au produit des trois autres. 

Fia. 277. Le plan XY coupe le plan ABC suivant une transversale 
MN, et les points de rencontre de cette droite avec les côtés 
du triangle, sont ceux où ces côtés percent le plan XY. La 
proposition est donc ramenée au Th. VIII du liv. HL 

THÉORÈME XIX. 

Si les côtés d’un polygone gauche sont coupés par un plan transversal, le pro- 
duit des segments qui n’ont pas d’extrémités communes sera égal au pro- 
duit des autres segments. 

(Voyez Th. XI. liv. III.) 

Remarque. Ce Théorème est la généralisation du Théo- 
rème XV. 
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THÉORÈME XX. 

Si, prune droite quelconque XY, et parles différents sommets d’un polygone 
gauche ABC... ayant un nombre impair de côtés, on Fait passer des plans 
qui partagent les côtés respectivement opposés à ces sommets, chacun en 
deux segments ; le produit des segments qui n'ont pas d’extrémités com- 
munes sera égal au produit des autres segments. 

Projetons la figure sur un plan quelconque P perpendi- Fig. 278. 
culaire à XY ; et soit A'B'C'D'E' la projection du polygone 
gauche. Les traces des différents plans AXY, BXY,... se- 
ront des droites A'O, B'O... , passant toutes par un même 
point O, projection de XY. De plus, les points a', b'..., où 
ces transversales A'O, B'O,... couperont les côtés C'D', 

D'E',... du polygone plan, seront les projections des points 
a, b,... où les plans AXY, BXY,... sont rencontrés par les 
côtés CD, DE,... du polygone gauche. 

Cela posé, les deux segments déterminés sur un côté quel- 
conque du polygone gauche, par exemple, sur le côté CD, 
sont proportionnels aux deux segments déterminés sur la 
projection de ce côté, attendu que CC', DD', aa' sont trois 
parallèles. Or, nous avons, dans le polygone plan, 
A'd'.B'e'.C'a'.D'&'.E'c'=A'c'.E'ù'.D'a'.C'e'.B'd' 

(Th. XII, Liv. III). 

Nous aurons donc aussi, dans le polygone gauche, 

Ad.Be. Ca.Dù.Ec=Ac.Eù. Da. Ce. Bd. 

C'est ce qu’il fallait démontrer. 

Remarque. Le théorème qui précède peut, de la même 
manière, se déduire du Théorème XI (Liv. III). 


13 
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THÉORÈME XXI. 

Lorsqu'une droite AD est partagée en deux segments AC, BC proportionnels 
aux nombres b , a; si, des points A, B, C on abaisse, sur un plan quel- 
conque XY, des perpendiculaires AA', BB', CC', on a 
(a+b) CC'=a. AA'-M- BB'. 

Ce théorème se démontre, à fort peu près, comme le 

Th. I duLiv. III. 


THÉORÈME XXII. 

Etant donné un système de points A, B, C,... on peut toujours déterminer 
un point 0 tel , que sa distance à un plan quelconque XY soit égale à la 
moyenne arithmétique entre les distances, au meme plan, des points 
A, B, C... 

(Voyez Th. II, Liv. III.) 

THÉORÈME XXIII. 

La somme des carrés des distances de n points A, B, C,... à un point quel- 
conque S, est égale à la somme des carrés des distances des mêmes points 
à leur centre O, augmentée de n fois le carré de ft). 

(Voyez Th. III, Liv. III.) 

THÉORÈME XXIV. 

Le lieu géométrique des points tels que la somme des carrés des distances 
de chacun d’eux à des points donnés A, B, C,.,. soit constante , est une 
sphère qui a pour centre le centre O des moyennes distances des points 
A, B, C... 


(Voyez Th. IV, Liv. III.) 
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THÉORÈME XXV. 

Si, dans un angle polyèdre convexe dont toutes les faces, excepte nne, sont 
constantes, on fait varier nn seul des angles dièdres opposés à celle face, , 
de manière que l’angle polyèdre reste convexe, la face variable augmen- 
tera si l'angle dièdre augmente, cl clic diminuera s’il diminue. 

• 

Supposons, par exemple , que dans l’angle polyèdre S, Fig. 279. 
supposé convexe, on fasse varier l’angle dièdre SD, opposé 
à la face ASB ; supposons de plus que les autres angles 
dièdres SC, SE, SF n’éprouvent aucun changement, et 
qu’il en soit de même à l’égard des faces BSC, CSD.... FSA, 

Si l’on mène les plans ASD, BSD, on décompose l’angle 
polyèdre donné, en un angle trièdre SABD, et en deux an- 
gles polyèdres SAFED, SBCD. Or, il résulte des hypo- 
thèses précédentes, que ces deux derniers angles polyèdres 
sont constants. Par suite, la variation de l’angle dièdre SD, 
dans l’angle polyèdre donné, estcgale à celle de l’angle dièdre 
SD, dans l’angle trièdre SABD. D’ailleurs, on sait que si 
un angle trièdre SABD a deux faces constantes ASD, BSD, 
la troisième face ASB augmente ou diminue suivant que 
l’angle dièdre opposé augmente ou diminue ; donc, etc. 

Remarque. Au lieu de supposer que l’angle dièdre SD 
varie seul, ou pourrait faire varier successivement plusieurs 
des angles dièdres opposés à la face ASB. Par conséquent, 

Si, dans un angle polyèdre convexe dont toutes les faces, ex- 
cepté une, sont constantes, on fait varier , dans le même sens, 
quelques-uns des angles dièdres opposés à cette face, de ma- 
nière que l'angle polyèdre reste convexe, la face variable 
augmentera si les angles dièdres ont augmenté , et elle 
diminuera s’ils ont diminué. 
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THÉORÈME XXVI. 

Si l'on fait varier d'une manière quelconque les angles dièdres d’un polyèdre 
convexe dont les faces sont constantes ; que l’on nielle le signe -f- sur 
l’arête de chaque dièdre qui augmente, le signe — sur l’arête de chaque 
dièdre qui diminue, puis que l’*on fasse le lopr entier dej’anglc polyèdre ; 
on trouvera au moins quatre variations de signes. 

II faut que l’angle polyèdre considéré ait plus de trois 
faces, sans quoi l’invariabilité de celles-ci entraînerait l’in- 
variabilité des dièdres. De plus, on suppose que l’angle 
polyèdre reste convexe après comme avant la variation de 
ses angles dièdres. Cela posé : 

1° On ne peut pas supposer que tous les dièdres aient 
varié dans le même sens, car, alors , d’après le Théorème 
précédent, il y aurait eu variation d’une au moins des faces. 

2° En faisant le tour de l’angle polyèdre, on ne trouvera 
pas une seule série de signes + , suivie d’une seule série 
de signes — . 

Fig. 279. En effet, supposons que, dans l’angle polyèdres, les 
arêtes SB, SA, SF soient affectées du signe^H-, et que les 
autres soient affectées du signe — .Si nous menons le plan 
diagonal BSE qui laisse d’un côté une série de signes + et 
de l’autre côté une série de signes —, il résultera, du Théo- 
rème précédent, que l’angle plan BSE aura, tout à la fois, 
augmenté et diminué; ce qui est absurde. 

5° D’après ce qui vient d’être dit, en faisant le tour en- 
tier de l’angle polyèdre, on trouvera plus de deux varia- 
tions de signes. Et, comme on doit revenir h l’arête d’où 
l’on était parti, il s’ensuit que le nombre des variations de 
signes est pair ; donc il est au moins égal d 4. 
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PROBLÈME I. 

On donne un plan XY et deux points A, It, situes d’un même côté de ce plan ; 
et l’on demande de trouver, sur le plan XY, un point M tel, que la somme 
des distances AM, DM soit un minimum. 

Construisons le point B', symétrique du point B , par Fig. 280. 
rapport au plan XY ; menons la droite AB', et soit M le 
point où elle perce XY. Ce point M sera le point demandé. 

(Voyez Probl. I, Liv. I.) 

PROBLÈME U. 

On donne un plan XY et deux points A, B, situés de côté et d’autre de ce 
plan ; et l’on demande de trouver , sur XY , uu point M tel, que la diffé- 
rence des distances AAI, BM, soit un minimum. 

Soit B' le point symétrique de B, par rapport àXY. Me- Fig. 281. 
nous la droite AB' : le point M où elle perce le plan, sera 
le point demandé. (Voyez Probl. IV, Liv. I.) 


PROBLÈME III. 

Trouver, sur une droite donnée AB, un point tel, que la somme de ses di- 
stances aux deux faces VXY, XYZ d’un angle dièdre donné, soit un mi- 
nimum. 

Soient A, B les points où la droite AB perce les deux Fig. 282. 
faces. Prenons, sur cette ligne, deux points quelconques 
M, M' ; abaissons, de cespoints, MP, M'P' perpendiculaires 
sur la première face VXY, et MQ, M'Q' perpendiculaires 
sur la seconde face XYZ. Ces perpendiculaires déterminent 
les projections APP', BQ'Q de AB sur les deux faces. 

Enfin, menons MR parallèle à PP', et M'S parallèle à QQ'. 
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Afin de connaître laquelle est la plus grande des deux, 
sommes MP+MQ, M'P'-f-M'Q, posons 

MP+MQ^M'P'+M'Q'. 

A cause de P'R=MP, et de QS=M'Q', cette relation 
se réduit à 

MS<M'R. 

Or, les deux triangles rectangles MRM', MSM' ont l’hy- 
poténuse commune. Donc, suivant que l’angle aigu MM'S 
sera plus grand ou plus petit que l’angle aigu M'MR, on 
aura MS>M'R, ou MS<M'R. 

Remarquons maintenant que les angles MM'S, M'MR 
sont égaux à ceux qui mesurent les inclinaisons de la droite 
AB sur les deux plans XYZ, VXY. Donc, suivant que l’an- 
gle MBQ sera plus grand ou plus petit que l’angle MAP, on 
aura MS^M'R, ou MP+MQ^M'P'+M'Q'. 

Il résulte, de cette discussion, que la somme MP+MQ 
sera un minimum, quand le point M se confondra avec lu 
trace de la droite AB sur celui des deux plans YXY, XYZ 
qui fait le plus grand angle avec cette droite. (Voyez Pro- 
blème XIX, Liv. I.) 

PROBLÈME IV. 

Trouver lo lieu des points également distants de deux droites qui se coupent. 

Fig. 283. Abaissons, d’un point quelconque M du lieu, les per- 
pendiculaires MP, MQ aux deux droites données AB, AC ; 
abaissons aussi MM' perpendiculaire au plan ABC; enfin, 
menons PM', QM'. 

D’après l’énoncé, les droites MP, MQ doivent être égales 
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entre elles ; d’où il suit que les deux triangles rectangles 
MM 'P, MM'Q sont égaux, et que M'P=M'Q. 

Le point M doit donc être situé de manière que sa projec- 
tion M' sur le plan ABC, soit également distante des deux 
côtés de l’angle ABC. Par conséquent, le lieu demandé se 
compose du système de deux plans, perpendiculaires au plan 
des deux droites données, et ayant pour traces, sur ce der- 
nier plan, les bissectrices des angles formés par ces droites. 

PROBLÈME V. 

Quel est le lieu des points tels , que la différence des carrés des dislances 
de chacun d’eux à deux points donnés A, B, soit égale à un carré 
donné ?n s ? 

Si l’on se reporte au Problème LXII du Livre III, on verra 
que ce lieu est un plan perpendiculaire à la droite AB. 

PROBLÈME VL 

On donne n droites OA, OA'... passant par un point 0; et l’on demande sur 
quelle surface seront situés les points M tels, que si l’on abaisse, de chacun 
d’eux, les perpendiculaires MP, MP', MP'',... sur ces droites, la somme 
des rectangles construits sur les distances OP, OP', OP",... et sur des 
longueurs données 6, b', b",... soit équivalente à un carré donné L s . 

Prenons les distances OB, OB', OB",... respectivement Fig. 284. 
égales à b, b', b",... ; et abaissons, sur OM, les perpen- 
diculaires BC, B'C', B"C",... Nous aurons, comme il est 
aisé de le voir, 

OP. b= OM. OC, OP'. 6'=OM. OC', OP". ô"=OM. OC"... 

La relation donnée deviendra donc 

OM (OC + OC'-t-OC"-K..) = L*. 
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Soit I le centre des moyennes distances des points B, 
B', B",... : sa distance à un plan XY, mené par le point 0 
perpendiculairement à OM, sera (Th. XXII) 

d=l (OC+OC'+OC"+...). 

Par suite, OM. n<b=L*. 

Mais si nous abaissons MR perpendiculaire à 01, nous 
aurons aussi OM. d=OI. OR; 

donc enfin OR=^î. 

«01 

Cette valeur exprime que la projection de OM, sur 01, 
est constante ; ou que la surface cherchée est un plan, per- 
pendiculaire à la droite qui joint le point 0 au centre des 
points B, B', B",... 

PROBLÈME Vil. 

Couper un angle tétraèdre SABCD par un plan, de manière que la section 
pmpq soit un parallélogramme. 

io. 285. D’après un théorème connu, les deux plans BSC, ASD, 
passant par deux droites parallèles np, mq, se coupent sui- 
vant une parallèle SF à ces droites. De même, l’intersec- 
tion SE des deux autres faces de l’angle polyèdre est paral- 
lèle à mn, pq. Conséquemment, pour résoudre le problème 
proposé, il suffit de couper l’angle donné par un plan quel- 
conque parallèle à ESF. 


Digitized by Google 



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 


233 


PROBLÈME VIII. 

Couper par un plan un angle trièdre trirectangle SABC, de manière 
que la section MAP soit égale à un triangle donné. 

Du sommet N, abaissons NN' perpendiculaire au côté Fig. 286. 
MP, et menons SN' : cette droite, projection de NN' sur le 
plan CSA, sera perpendiculaire à MP. En même temps, la 
droite NN' sera, sur le plan MNP, la projection de l’arête 
indéfinie SB, attendu que le plan SNN', évidemment per- 
pendiculaire à la droite PM, est perpendiculaire à MNP 

De même, les deux arêtes SA, SC ont pour projections, 
sur ce dernier plan, les perpendiculaires MM', PP', abais- 
sées des sommets M, P sur les côtés opposés. En d’autres 
termes : 

Si l'on coupe m angle trièdre tri-rectangle par un plan 
quelconque, les arêtes de cet angle se projettent suivant les 
hauteurs du triangle déterminé par le plan ; et le sommet de 
l'angle trièdre a pour projection le point de rencontre des 
trois hauteurs. 

Observons maintenant qu’il est bien facile de construire 
les trois triangles rectangles MSP, MSN, NSP; car dans 
MSP, par exemple, on connaît l’hypoténuse MP, ainsi que 
le pied N' de la perpendiculaire abaissée du sommet S sur 
l’hypoténuse. Le problème peut donc être regardé comme 
résolu (*). 

(*) Voyez, pour ce problème, la Géométrie descriptive de La Frémoire. 
seconde édition, page 127. 
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4 PROBLÈME IX. 

On donne deux plans P, Q et nn point A. Par ec point , on fait passer une 
droite arbitraire qui coupe les plans donnés en des points C , D ; après 
quoi l’on construit le point B, conjugué harmonique du point A, relati- 
vement aux deux autres points. Quel est le lieu du point B ? 

287. Par le point donné A, imaginons un plan perpendiculaire 
aux deux plans donnés. Soient EF, EG les traces de ces 
derniers plans sur le plan auxiliaire; et soit C'AD'B' la 
projection de la droite CADB. Les segments de ces deux 
droites sont proportionnels entre eux; donc le lieu du point 
B' est une droite Eli. conjuguée harmonique de EA, relati- 
vement à l’angle FEG. Le lieu demandé est donc un plan 
R. perpendiculaire à celui de la figure , et ayant pour trace 
la droite EH. 

Remarque. Si les plans I 1 , Q sont parallèles entre eux, le 
plan R leur est parallèle. 


PROBLÈME X. 

On donne deux droites fixes X, Y et un angle dièdre D, que l’on fait tourner 
autour de son arête C, supposée fixe. On demande de prouver qu’il existe 
sur la première droite un point fixe A , et sur la seconde droite un point 
fixe B , tels que a et b étant les points où ees deux droites percent les 
faces de l’angle dièdre, dans uue position quelconque, le rectangle des 
segments A a , B6 soit constant. 

Projetons toute la figure sur un plan P perpendiculaire à 
l’arête C. Cette arête aura pour projection un point fixe c; 
l’angle dièdre sera projeté suivant un angle plan , de gran- 
deur constante, mais mobile autour de son sommet c; 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 235 

enfin, le système des droites X, Y aura pour projection un 
angle fixe xoij. D’un autre côté, les segments de ces deux 
droites sont proportionnels aux segments interceptés sur 
les côtés de l’angle. Si donc le rectangle de ces derniers est 
constant, le rectangle des deux autres le sera aussi, et ré- 
ciproquement. Or, d’après le Probl. LXXXIX du Livre III, 
le premier rectangle est constant; donc, etc. 


PROBLÈME XI. 


Étant donnes un quadrilatère gauche ABCD et une droite EF qui partage 
proportionnellement les deux côtés opposes AD, lif, de celle ligure, trouver 
une droite GH qui partage proportionnellement les deux autres côtés AB, 
CD, et qui soit perpendiculaire à la première droite EF. 


Première solution La droite cherchée doit partager pro- 
portionnellement AD et CD ; donc elle sera située dans un 
plan parallèle il AD et BC (Th. XIII). De plus, cette droite 
doit être perpendiculaire à EF; elle sera donc située aussi 
dans un plan perpendiculaire à EF. D’après cela, si l’on 
imagine , par un point quelconque de l’espace, un plan pa- 
rallèle aux côtés AD, BC du quadrilatère, et un autre plan 
perpendiculaire à la droite EF, l’intersection de ces deux 
plans sera parallèle à la droite GII ; en sorte que pour dé- 
terminer celle-ci, il suffira d’appliquer ce problème connu . 
Trouver une droite parallèle à une droite donnée, et qui 
rencontre deux droites données (*). 

Seconde solution. Sur les deux côtés consécutifs AD, DC, 
construisons le parallélogramme ADCI, et menons BI. La 



{•) Voyez Géométrie descriptive de LaFrémoire, seconde édition, p. 1Î8. 


I 
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droite donnée EF est parallèle au plan AIB ; de même, la 
droite cherchée GH sera parallèle au plan CIB. Soit AL 
parallèle à EF, et soit CM parallèle à GH : AEFL et CMGH 
seront des parallélogrammes. De plus, les droites CM, AL 
doivent être perpendiculaires entre elles, comme étant 
respectivement parallèles à des droites perpendiculaires 
entre elles. Il ne s’agit donc plus, pour déterminer CM, 
que de résoudre ce problème : Mener , dans un plan donné 
CIB, et par un point C de ce plan , une droite CM qui soit 
perpendiculaire à une droite donnée AL, située dans un plan 
donné AIB. 

Or, si l’on abaisse CP perpendiculaire au plan AIB, que 
du pied P de cette droite, on mène PQM perpendiculaire à 
AL; qu’enfin on joigne le point M, où cette perpendiculaire 
rencontre l’intersection BI des deux plans , avec le poiut 
donné C, on aura la droite cherchée CM. 

Remarque. A chaque position de la droite EF corres- 
pond une position de la droite GH ; en sorte que si la droite 
EF se meut, en restant parallèle au plan directeur AIB, la 
droite GH se meut pareillement, et que le point O, où ces 
deux droites se coupent, décrit un certain lieu géométrique. 
Ce lieu n’est pas rectiligne ; mais nous allons reconnaître, 
dans le problème suivant, qu’il est plan. 
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PROBLÈME XII. 

Une droite EF s'appuie sur les deux côtés opposés AD, BC d’un quadrilatère 
gauche, en restant parallèle à l’un des plans directeurs de ce quadrilatère. 

Une seconde droite GH s’appuie sur les deux autres cotés opposés AB, CD, 
eR restant parallèle au second plan directeur. De plus, ces deux droites 
sont constamment perpendiculaires entre elles. On demande de quelle na- 
ture est la ligne décrite par le point 0, intersection de ces deux droites. 

Si nous considérons diverses positions EF, E'F', GH, Fig. 289. 
G’H' des deux droites mobiles, nous obtiendrons une in- 
finité de quadrilatères gauches, tels que OTO'S, dans cha- 
cun desquels deux anijles opposés sont droits. Il est clair 
que chacun de ces quadrilatères pourrait tenir lieu du qua- 
drilatère donné. Nous pouvons donc, pour plus de simpli- 
cité, et sans rien ôter à la généralité de la solution, sup- 
poser que ce dernier quadrilatère a deux angles droits, en 
B et en D. 

Soit donc ABCD un pareil quadrilatère. Si nous menons Fig. 290. 
la diagonale AG, et que nous joignions le milieu de celte 
droite aux deux sommets B, D, les quatre distances AK , 

BK, CK, DK seront égales entre elles, comme rayons de 
deux demi-cercles égaux.' 

De même, si EF et GH sont deux positions correspon- 
dantes des droites mobiles, en sorte que l’angle O soit 
droit, les quatre points B, F, O, G seront également dis- 
tants du milieu K de GF. 

Construisons, comme dans le Problème précédent, le Fig. 291. 
parallélogramme ADCI : ses diagonales se coupent en leur 
milieu commun U; donc, par ce qui précède, DU=UB=UI ; 
donc l’angle DBU est droit. 
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De même, si nous construisons le parallélogramme 
EDIIR, et ([ue nous menions OR et DO , l’angle DOR sera 
droit. Mais les droites OR, BI sont parallèles, comme 
étant les intersections de plans respectivement parallèles; 
donc la droite DO est située dans un [dan perpendiculaire 
à RI et qui coupe le plan DBI suivant DR. Donc le lieu du 
point O est plan. 

Remarque. Les lecteurs à qui les surfaces du second 
degré sont familières, reconnaîtront que la propriété indi- 
quée dans le problème précédent peut être énoncée en ces 
termes . Dans tout puraboloide hyperbolique, le lieu des 
intersections de (leux génératrices perpendiculaires entre 
elles est une hyperbole dont le plan est perpendiculaire aux 
deux plans directeurs. 

PROBLÈME XIII. 

Étant donnés doux points tixes A, B, cl deux plans fixes VY, XZ; on prend 
dans l’espace un point quelconque M ; on mène la droite AM ; on joint le 
point P, où elle Aperce le plan VY, avec le point B, par la droite P/>B, 
laquelle perce le plan XZ au point/;; enfin on trace les droites BM, \p; 
et l’on obtient ainsi un quadrilatère plan MPpn. Si le sommet M de ce 
quadrilatère décrit une droite CD , quel sera le lieu décrit par le som- 
met ml 

Convenons , pour abréger, d’appeler points homologues 
Fig. 292. les points M et m. Alors P etp seront des points homo- 
logues; et si Cest la trace de la droite CD sur le plan VY, 
et que c soit la trace de RC sur le plan XZ, les points C, c 
seront encore des points homologues. 

Cela posé, si nous considérons l’angle trièdre dont les 
arêtes sont BM, RC, BP, et que nous coupions cet angle 
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trièdre par le plan mcp , les points de concours des côtés 
homologues, dans les deux triangles MCP , mcp, devront 
être situés sur une même droite, intersection des plans de 
ces triangles. Or, les côtés MP, mp concourent en A; les 
côtés CP, cp concourent en un point E, évidemment situé 
sur l’intersection XY des deux plans donnés. Donc le point 
de concours F des deux côtés CM , cm doit être à la ren- 
contre de la droite AE avec la droite donnée CD. Le lieu 
décrit par le point m est donc la droite cF, laquelle est 
alors l 'homologue de CD. 

Remarques. 1° On vient de voir que la trace C de la droite 
CD sur le plan YY a pour point homologue la trace c de la 
droite cF sur le plan XZ. On verra, de même, que le point 
où la première droite perce le plan XZ a pour homologue 
le point où la seconde droite rencontre le plan VY. 

2° Si une droite est parallèle à l’un des plans fixes, son 
homologue est parallèle h l’autre plan. 

5° Si une droite est parallèle à l’intersection des plans 
fixes, son homologue est parallèle ù cette intersection. 

4° Si la première droite est située dans le plan VY, son 
homologue sera située sur le second plan. 

5° Les homologues de droites concourantes sont aussi 
des droites concourantes. . 

6° Les homologues de droites parallèles sont, en géné- 
ral, des droites concourantes. Leur point de concours F Fig. 295. 
s’obtient en menant, par les points A et B, des parallèles 
AP, BF à la direction donnée, en joignant la trace P de la 
première au point B, et en joignant la trace p de cette der- 
nière droite an point A par la droite A p, que l’on prolonge 
jusqu’à sa rencontre avec BF. 

7° Supposons qu’une droite D se meuve sur une droite 
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D', en restant parallèle à une direction donnée ; alors l'ho- 
mologue d de la première droite rencontre l’homologue d' 
deD' et passe constamment par un point fixe : cette droite 
d engendre donc un plan. Par conséquent, l'homologue de 
toute figure plane est une autre figure plane. 

8° Le problème que nous venons de résoudre , et dont 
nous venons d’indiquer quelques applications, présente un 
exemple remarquable de la transformation des figures. 
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LIVRE VI. 


THÉORÈME 1. 

Tout plan GFHE, mené par les milieux E, B de deux arêtes opposées AB, 

CD d' un tétraèdre ABCD , partage ce corps en deux parlics équivalentes 
EGFBHCA, EGF11BD (*). 

Le premier polyèdre EGFHCA se compose d’une pyra- Fig. 294. 
mide quadrangulaire EGFHC el d’un tétraèdre AECH. De 
même, EGIIFBD se compose d’une pyramide quadrangu- 
laire EGFHD et d’un tétraèdre EBGD. , 

Les deux pyramides quadrangulaires ont même base 
EGFH. De plus, à cause de FC=FD, leurs sommets C, D 
sont également distants de cette base; donc elles sont 
équivalentes. Il reste à comparer les deux tétraèdres AECH, 

EBGD. 

Si nous prenons pour base de ces tétraèdres les triangles 
AEG, EBG, nous aurons, évidemment, 

AECH AEC AJI 

EBGD EBG" AD* 

Les deux triangles AEC, EBG ont leurs bases AE, EB 
en ligne droite; leurs hauteurs sont donc proportionnelles 
h BC ctBG; ainsi, à cause de AE=EB, 

AEC bc # 

EBG BG ’ 

,, . AECH BC AU 

d 011 EBGI) BG ' AD‘ 

(•) Ce Théorème, attribué à BoLillior, est extrait de mes Éléments. 

(E. C.) 

16 
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Actuellement, la figure ABCDcstun quadrilatère gauche, 
dans lequel les côtés opposés AB, BG sont coupés proportion- 
nellement. Donc le plan EGFH doit partager en parties pro- 
portionnelles les deux autres côtés BC, AD (Th. XIII). Ainsi, 

BG AH BC AD 

GC AU’ 0U BG — AH’ etC ‘ 

THÉOKÈMK II. 

Dans un parallélipipèdc quelconque , le produit de l'aire d'une face 
par la hauteur correspondante, est constant. 

Remarquons d’abord que ce théorème est vrai, sans quoi 
un même parallélipipèdc aurait, à la fois, plusieurs volumes 
différents. Il s’agit donc, ici, d’une simple vérification. 

Fig. 295. Par un sommet quelconque E du parallélipipède, menons 
un plan perpendiculaire à l’arête EU, et soit EMNP la sec- 
tion faite, par ce plan, dans les faces EG, GB, BD, DE. 
Si, du même sommet E, nous abaissons El, EK perpen<}i- 
culaires sur PN, MN, ces droites seront perpendiculaires 
aux faces BD, BG. 

En effet, le plan EMNP est perpendiculaire à l’arête EH; 
donc il est perpendiculaire à la face EG et, par suite, per- 
pendiculaire à la face BD ; donc la droite. El , menée dans 
EMNP perpendiculairement à l’intersection PN, est perpen- 
diculaire à la face BD. 

On verra , de la même manière , que EK est perpendi- 
culaire à BG. 

Actuellement, les parallélogrammes BD, BG ont pour 
mesures, respectivement, BG.PN etBG.MNjen sorte que 
l’égalité à démontrer est 


Digitized by Google 



DE GEOMETRIE ÉLÉMENTAIRE. 243 

BC.PN.EI=BC.MN.EK. 
ou PN.EI=MN.EK. 

Or, dans les deux triangles EPI, EMK, les angles P, M 
sout égaux comme angles opposés d’un parallélogramme; 
donc ces deux triangles sont semblables, et l’on a 

etc 

KM EK’ 

THEOREME III. 

Si une surface polyédrale convexe est terminée par une ligne brisée, dont les 
côtés soient ou ne soient pas dans un même plan, le nombre des faces, 
plus je nombre des sommets, égale le nombre des arêtes plus i . 

Désignons par F le nombre des faces, par S le nombre 
des sommets, et par A celui des arêtes. Il s’agit de faire 
voir que 

F+S=À + 1. 

Cette formule est vraie dans le cas de F=1 ; car alors 
S=A. Admettons donc qu’elle ait été vérifiée dans le cas 
de F faces, et démontrons qu’elle subsiste pour F+ l faces. 

Soit ABC... la ligne brisée qui termine la surface. Con- Fig. 296. 
struisons, sur le côté AB, une nouvelle face, composée de 
n sommets et de n côtés. Si cette face a m côtés communs 
avec ABCD..., elle aura ro+1 sommets communs avec cette 
même ligne ; car on suppose que le nouveau polygone ne 
ferme pas complètement la surface, et qu’il laisse une seule 
ouverture. De cette manière, les nombres F, S, A devien- 
dront respectivement F' =F +1, S'=S+/t — (m + 1), 

A'=A +n — m ; d’où, à cause de la formule ci-dessus, 
F'+S'=A'+t. 
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THÉORÈME IV. 

Dans tout polyèdre convexe, le nombre F des faces, plus le nombre S 
des sommets, égale le nombre A des arêtes plus 2, e'est-à-dirc que 

F+S=A+2- 

Enlevons une face du polyèdre ; nous aurons une surface 
polyédrale ouverte, terminée à une ligne brisée, et dans 
laquelle les nombres de faces , de sommets et d’arêtes se- 
ront respectivement F — 1, S, A ; donc, d’après la propo- 
sition précédente, F — 1+S=A+1 ; etc. 

Ce théorème remarquable, dû à Euler, a un grand nom- 
bre de conséquences, parmi lesquelles nous indiquerons 
les suivantes. 


THÉORÈME V. 

Dans tout polyèdre convexe : 1° les faces d’un nombre impair de côtés sont 
toujours en nombre pair ; les sommets auxquels aboutissent un nombre 
impair d’arêtes sont toujours en nombre pair. 

Soient respectivement a, b, c, d,... le nombre des faces 
triangulaires, celui des faces quadrangulaires, etc. ; repré- 
sentons de même par a, /3, y, 5,... les nombres d’angles 
trièdres, tétraèdres, pentaèdres,... ; de manière que 
F=a+ b+ c+ d+ . . . , 

S= «+ |3+y4- . . . 

Chaque arête appartient à deux faces, et aboutit à deux 
sommets ; si donc nous comptons, soit le nombre des côtés 
de toutes les faces, soit le nombre des arêtes de tous les 
angles polyèdres, nous aurons le double 2 A du nombre des 
arêtes ; ainsi 
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2 À =3a+4 f»4-5c-f-6«4-7c-4-..., 
2A=3«+4j34-5y+0^+7 &+... 

Or, ces deux dernières égalités exigent évidemment que 
a+c+<H-... et ct+y+z +... soient des nombres pairs. 

THÉORÈME VI. 

Dans tout polyèdre convexe de F faces, le nombre S des sommets cl le nombre 
A des arêtes satisfont aux conditions 

S^Ï(F-Ï), A<3(F — 2), 

S^iF+î, A5?F. 

Les valeurs de F, S et 2 A, écrites plus haut, donnent 
2 A — 3 F=64-2c + 3d+..., 

2 A — 3 S=(3-f-2y4-3 à -H... ; 

doncl 0 . A>|f ; 

et A>?S. 

Cette dernière relation devient, par le théorème d’Euler, 
A>j(A 4-2 — F); ou 
2» A< 3 (F — 2). 

Remplaçant A par F+S — 2, on obtient les deux autres 
conditions. 

Remarque. Il est facile de construire des polyèdres dans 
lesquels le nombre des sommets soit, d'après les relations 
précédentes, le plus grand ou le plus petit possible. Eu 
effet : 

1° Dans un prisme ayant F faces, le nombre des côtés 
de la base est F— 2 ; donc le nombre S des sommets du 
polyèdre est 2 (F— 2). 
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2° Considérons un polyèdre formé de deux pyramides 
ayant une base commune. Si le nombre des côtés de cette 
base est », on aura, en supposant que deux faces adja- 
centes quelconques ne soient pas dans un même plan, 
F=2n, S=«+2; 

donc S— ^F+2. 

Et si les deux pyramides ont deux faces dans un même 
plan, 

F— 2h— 1, S=n+2; ou S=|(F+i) +2 (*). 

THÉORÈME VII. 

Dans tout polyèdre convexe, le nombre des faces triangulaires , augmenté du 
nombre des angles Dièdres, donne une somme qui ne peut être inférieure 
à 8. 

D’après les valeurs de F , de S et de A, l’équation 
F-t-S=A-|-2 donne 

2 (fl-Hb-HC-Hri Hft { , ...)-H2(a-Hâ-Hr-HiSH-~.t.)= a 4-~H36HHib-f-5 C-H6d-H.. .* 

p-j-5 y-f-6 S-H.. .J 

OU 

2(a-}-p ] (1) 

2 (o-j-b-f-c-j-rf-j-. .)— ( a-j-2 p-H3 (2) 

Ajoutons membre h membre ces deux égalités ; nous ob- 
tiendrons 

(«+«) — (c-\-y) — 2(d-)-d) — 3(e+ £ ) — ...=8; (3) 

d’où «-t-a>8. 

Remarques. 1° Tout polyèdre convexe a.des faces trian- 
gulaires ou des angles trièdres. 

(*) Les quatre propositions précédentes sont extraites de mes Elé- 
ments. (E. C.) 
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2° L’équation (3) exprime que, dans tout polyèdre con- 
vexe, lu somme du nombre des faces triangulaires et du 
nombre des angles trièdres est égale à 8, plus la somme du 
nombre des faces pentagonales et du nombre des angles pen- 
taèdres, plus deux fois la somme du nombre des faces hexa- 
gonales et du nombre des angles hexaèdres, etc. 

THÉORÈME VIII. 

1° Tout polyèdre convexe a des faces triangulaires, ou quadrangulaires, ou 
pentagonales ; 2° tout polyèdre convexe a des angles trièdres, ou tétraè- 
dres, ou pentaèdres. 

Entre les équations (1) et (2), éliminons a; nous obtien- 
drons : 

5a+26+c — e — 2f— ... — 2(3 — 4 y — ...=42. (4) 

Un calcul semblable donnerait 
5a+2j3-f-y — s — 2<p — — 2b —4c — ...=I2. (5) 

Or, les relations (4) et (3) exigent que 3 a + 26 -+- c et 
5 a+2/3+y soient des nombres égaux ou supérieurs à 42 ; 
donc, etc. 

Remarque 1. A l’inspection de l’équation (4), on recon- 
naît que : 

4° Si la surface d’un polyèdre est formée seulement de 
triangles, ou si elle est formée de triangles et d'hexagones, 
le nombre des triangles sera égal ou supérieur à 4 ; 

2° Si la surface d’un polyèdre est formée seulement de 
quadrilatères , ou si elle est formée de quadrilatères et 
d'hexagones, le nombre des quadrilatères sera égal ou su- 
périeur à 6 ; 

5° Si la surface d’un polyèdre est formée seulement de 
pentagones, ou si elle est formée de pentagoms et d'hexa- 
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gones, le nombre des pentagones sera égal ou supérieur il 12. 

Remarque 2. L’équation (5) conduit à des conséquences 
analogues. 

Remarquez. Supposons a=o, b—o, e=o, f—o,... 
fi=o,y=o,... ; alors l’équation (4) devient c=42. C’est- 
à-dire que si un polyèdre a seulement des angles trièdres, 
et que ses faces soient îles pentagones et des hexagones, le 
nombre des pentagones sera égal à 12. 

Remarque 4. L’équation (5) prouve pareillement que si 
un polyèdre a toutes ses faces triangulaires, et que ses 
angles soient en partie pentaèdres, en partie hexaèdres, le 
nombre des pentaèdres sera égal à 12 (*). 

THÉORÈME IX. 

La somme des angles plans d’un polyèdre convexe est égale à autant de fois 
4 droils, que le polyèdre a de sommets moins deux. 

Représentons par P cette somme, et conservons les no- 
ations précédentes; nous aurons, en prenant l’angle droit 
our unité, 

P=2 a (3 — 2)+2 b (4 — 2)4-2 c (5 — 2) +2d (6 — 8)-K . . , 
ou 

P=2(5a+46+5c-l-6d-K..) — 4(a+&+c4-d-K..) , 
ou encore P=4A — 4F. 

Mais A — F=S — 2; donc P=4(S— 2). 

(*) Géométrie de Legendre, 12= édition, page 308. 
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THEOREME X. 

Dans tout polyèdre convexe , la somme des angles polyèdres est équivalente 
à l'excès de la somme des angles dièdres sur autant de fois 2 dièdres droits 
que le polyèdre a de faces moins deux (*). 

D’après le Théorème XII du Livre V, chacun des angles 
trièdres du polyèdre sera équivalent à l’excès de la demi- 
somme de ses angles dièdres sur 1 dièdre droit. De même, 
chaque angle tétraèdre est équivalent à l’excès de la demi- 
somme de ses angles dièdres sur 2 dièdres droits, et ainsi 
de suite. D’ailleurs chaque angle dièdre du polyèdre appar- 
tient à deux angles polyèdres. Si donc nous prenons l’angle 
dièdre droit pour unité, la somme de tous les angles polyè- 
dres sera égale à l’excès de la somme des angles dièdres sur 
la quantité 

*(3-2) + (3(4 — 2) -J- y (5 — 2)-K~ 

Or, cette quantité est égale à 2 À — 2 S ; ou, par le théo- 
rème d’Euler, égale h 2 (F — 2). 

THÉORÈME XI. 

Si une surface polyédrale convexe présente une seule ouverture, ayant m côtés 
non situés dans un meme plan, on pourra toujours fermer celle ouverture 
nu moyen d'une surface polyédrale ayant au plus m — 2 faces, de manière 
à obtenir un polyèdre convexe fermé de toutes parts. 

Soit ABCDEF le contour brisé qui termine la surface 
convexe. On pourra toujours faire passer un plan qui con- 
tienne au moins trois des sommets A, B, G, D, E, F, et 

{■) On doit à M. Meyer cet intéressant Théorème. (Voyez Bulletin de 
l'Academie de Belgique, tome XV, page 268.) 
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qui 'laisse d’un même côté les autres sommets et la surface 
polyédrale. Soit, pour fixer les idées, AEC la face ainsi ob- 
tenue. Par les sommets A , C faisons passer un plan qui 
laisse encore d’un même côté tous les sommets de la surface; 
et supposons que ce plan tourne jusqu’à ce qu’il rencontre 
un nouveau sommet, B par exemple ; ACB sera une nou- 
velle face. En continuant de la sorte, nous obtiendrons une 
série de faces planes, dont l’ensemble fermera l’ouverture 
ABCDEF. Le nombre de ces faces planes sera le plus grand 
possible quand elles seront triangulaires et qu’elles auront 
un sommet commun A : mais alors ce nombre sera évidem- 
ment «i—2. De plus, le polyèdre résultant sera convexe : car 
si le plan EDC, par exemple, coupait la surface polyédrale 
proposée, il s’ensuivrait que le côté CD, prolongé, devrait 
aussi couper cette surface, laquelle ne serait pas convexe, 
contrairement à l’hypothèse. 

THÉORÈME XII. 

Üi la surface d'un polyèdre convexe est partagée en 1* parties séparées les 
unes des autres par A arêtes formant R réseaux isolés , et que S soit le 
nombre des sommets situés sur ces arêtes, on aura P— f— S = A— 1— R— |— 1 {*). 

Considérons d’abord le cas où les A arêtes sont liées 
entre elles, de manière à ne former qu’un seul réseau. 

L’égalité P+S=A4-2 est évidente si la surface totale 
du polyèdre est décomposée en deux parties seulement, 
par une succession d’arêtes formant un circuit fermé. Car 
alors P— 2, S— A. Subdivisons l’une de ces parties en deux 
autres, au moyen d’une ligne de séparation formée par des 

(*) Celte ingénieuse généralisation du théorème d’Euler a élé donnée 
par M. Thibault. (Voyez les Nouvelles Annales, t. II.) 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 251 

arêtes consécutives, et terminée à deux sommets déjà con- 
sidérés. Alors P augmente d’une unité, mais en même 
temps l'augmentation de A surpasse d’une unité l’augmen - 
tation de S ; d’où résulte que P+S — Ane change pas. 
La même conclusion subsistant pour chacune des subdivi- 
sions nouvelles qu’on peut effectuer, la première partie du 
théorème est démontrée. 

Admettons maintenant que les A arêtes ne soient pas 
toutes liées entre elles, de sorte que leur ensemble consti- 
tue R réseaux isolés les uns des autres. 

Lions entre eux, par une succession d’arêtes intermé- 
diaires, deux réseaux consécutifs, et considérons le nouvel 
ensemble composé d’un réseau de moins. 

P n’a pas changé, mais l'augmentation de A surpasse 
d’une unité l’augmentation de S; ainsi P+S — A dimi- 
nuera d’une unité. En diminuant ainsi successivement d’une 
unité le nombre des réseaux, on aura, à la fiu, diminué 
P-+-S-— A de R — 1 unités; mais alors toutes les arêtes se- 
ront liées entre elles, et l’on aura P+S— A — (R — 1)=2, 
ou P-f-S=A+R-H. Le théorème est donc démontré. 

THÉORÈME XIII. 

Deux polyèdres convexes P, F sont égaux lorsqu’ils ont toutes leurs faces 
égales chacune à chacune , et semblablement disposées. 

Pour démontrer que les deux polyèdres sont égaux, il 
suffit de faire voir que chaque angle polyèdre du premier a 
son égal dans le second. Si cela n’a pas lieu, c’est que les 
angles polyèdres de P seront , en tout ou en partie , diffé- 
rents des angles polyèdres de P'. Ce second cas peut faci- 
lement être ramené au premier. 
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Eu effet, soit SABCDE un angle polyèdre de P, lequel a 
son égal dans le polyèdre P'. Si nous enlevons cet angle S, 
et que nous fermions l’ouverture ABCED par une surface 
polyédrale convexe (Théor. XI), nous remplacerons le po- 
lyèdre P par un polyèdre Q, ayant moins de faces, moins de 
sommets et moins d’arêtes que n’en avait le polyèdre P. 
Nous pourrons de même supprimer dans P' l’angle po- 
lyèdre S' égal à S, et nous formerons un polyèdre Q' dont 
toutes les faces seront égales à celles du polyèdre Q. En 
continuant de la sorte, nous arriverons nécessairement 
(puisque les polyèdres P, P' sont supposés inégaux) à deux 
derniers polyèdres convexes T, T' ayant toutes leurs faces 
égales chacune à chacune, et tels, qu’aucun angle polyèdre 
du premier n’aura son égal dans le second. Le second cas 
que nous avions à examiner sera ainsi réduit au premier. 

Admettons donc, s’il est possible, que chacun des angles 
polyèdres de P soit différent de l’angle correspondant du 
polyèdre P'. Regardons ce dernier polyèdre comme une 
transformation du polyèdre P, et dans cette hypothèse, 
mettons le signe + sur l’arête de chaque dièdre qui a 
augmenté, et le signe — sur l’arête de chaque dièdre qui a 
diminué. D’après le Théorème XXIV du Livre V, le nombre 
total N des changements de signes obtenus en faisant le tour 
de chacun des angles polyèdres de P sera , en désignant 
par S le nombre des sommets de ce polyèdre , 

Nj>4S. 

Observons maintenant que deux arêtes consécutives d’un 
angle polyèdre appartiennent toujours à une même face de 
P, et n’appartiennent qu’à cette face ; donc le nombre N 
doit être égal au nombre total des variations de signes ob- 
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tenues en faisant successftement le tour de chacune des 
faces du polyèdre P. 

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des varia- 
tions de signes est, au plus, égal à 2. 

Pour chaque face quadr angulaire, le nombre des varia- 
tions de signes est, au plus, égal «H 4. 

En général , si le nombre des côtés d’une face est pair 
et égal à 2n, le nombre des variations de signes obtenues 
en faisant le tour de cette face sera, au plus, 2»; et si le 
nombre des côtés d’une face est impair et égal à 2n-f-l, 
le nombre des variations de signes ne surpassera pas 2?i. 

Cela posé, soient a le nombre des faces triangulaires, b 
le nombre des faces quadrangulaires , etc.; nous aurons 
N<2a+4ô+4c+bfH-6e+8/'+8(/ -H... 
D’ailleurs, 2A=oa+4ô+5e+G(/-+-7t:-K.., 

F=a + ô+c4-...; 

d’où 4A — 4F=2a+4ô4-Cc+8d4-10e4-... 

Mais, par le théorème d’Euler, S+F=A+2; donc 
4S=8+2a+4ô-t-6c+8(H-10e4-... ; 
et, à cause de l’inégalité ci-dessus , 

N<4S — 8. 

Or, nous avons trouvé précédemment N>4S. Par con- 
séquent, le nombre N serait à la fois moindre que 4 S — 8 
et plus grand que 4S; ce qui est absurde. Donc il n’est 
pas possible que les deux polyèdres convexes P, P', qui 
ont toutes leurs faces égales chacune à chacune, n’aient 
pas en même temps tous leurs angles polyèdres égaux 
chacun à chacun. Donc ces deux polyèdres sont égaux. 
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THÉORÈME <IV. 

1° Dans tout tétraèdre, les droites menées des sommets aux centres des 
moyennes distances des faces opposées , se coupent toutes les quatre en 
un même point, centre des moyennes distances des sommets du tétraèdre. 
Ce point est situe aux trois quarts de chaque droite , à partir du sommet 
d’où elle est menée. 

2° Dans tout tétraèdre, les droites qui joignent les milieux des arêtes op- 
posées , se coupent mutuellement en deux parties égales , au centre des 
moyennes distances des quatre sommets du tétraèdre. 

Ces deux théorèmes résultent immédiatement des pro- 
priétés du centre des moyennes distances, énoncées dans 
le Livre V. Ajoutons que la démonstration directe serait 
fort simple. 


THÉORÈME XV. 

Les droites qui joignent les sommets homologues de deux polyèdres semblables 
et semblablement placés, se coupent en un même point. 

(Voyez Th. V, Liv. HI.) 


THÉORÈME XVI. 

Les centres de similitude de trois polyèdres semblables cl semblablement 
placés , sont en ligne droite. 

(Voyez Th. VII, Liv. HL) 
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THÉORÈME XVII. 

Les six centres de similitude de quaire polyèdres P, P', P", P"', semblables 
et semblablement placés, sont daus un même plan . 

D’après le théorème précédent, les quatre polyèdres, 
considérés trois à trois, ont quatre axes de similitude, les- 
quels contiennent chacun trois des six ^entres de simili- 
tude. De plus, chaque centre de similitude est à la fois sur 
deux axes : par exemple, le centre de similitude des po- 
lyèdres P', P" est situé sur l’axe des polyèdres P, l v , P", 
et aussi sur l’axe des polyèdres P', P", P'". Donc les quatre 
axes et, par suite, les six centres, sont dans un même plan, 
nommé plan de similitude. 

THÉORÈME XVIII. 

Dans tout tétraèdre, le plan bissecteur de chaque angle dièdre partage l’arête 

opposée en deux segmcnls proportionnels aux aires des faces adjacentes. 

Considérons le plan AED, qui divise en deux parties Fig. 297. 
égales l’angle dièdre dont l’arête est AD. Il s’agit de dé- 
montrer que. 

RE A D 

CE ACD’ 

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpendicu- 
laire à AD. Cette droite aura pour projection un point I; 
et les plans ARD, AED, ACD, étant perpendiculaires au 
plan de projection, auront pour traces des droites IB', 

ÏE', IC' telles, que IE' sera la bissectrice de l’angle formé 
par IB' et IC'. Enfin la droite BEC se projettera suivant 
une droite B'E'G', 
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Cela posé , on a , dans le triangle B'IC', 

B'E 1 IB' 

C'E' 10" 

Mais il est facile de voir que B'E', C'E' sout proportion- 
nelles à BE, CE; et que B'I, C'I sont égales, respective- 
ment, aux perpendiculaires abaissées des points B, C sur 
AD, base commune, des triangles ABD, ACD. La propor- 
tion précédente retient donc à celle qu’il s’agissait de dé- 
montrer. 


PROBLÈME 1. 

Déterminer la hauteur d’un tétraèdre dont les arêtes sont donuées. 

Fig. 298. Soit SABC un tétraèdre, dans lequel nous prendrons ABC 
pour base, et SP pour hauteur correspondante. Du point 
P, projection du sommet S, abaissons PD perpendiculaire 
sur BC , puis menons SD : cette dernière droite sera per- 
pendiculaire h BC. 

Supposons maintenant que nous fassions tourner la face 
SB autour de BC , jusqu’à ce qu’elle vienne se rabattre 
dans le plan ABC. Dans ce mouvement, la droite DS n’aura 
pas cessé d’être perpendiculaire 5 BC ; donc , lorsque les 
plans des deux faces coïncideront, cette droite DS viendra 
en DS' sur le prolongement de Pl). Ainsi, quand on fait 
tourner une des faces du tétraèdre autour du côté commun 
à cette face et à la base, jusqu’à ce qu’elle vienne coïncider 
avec le plan de la base, le rabattement du sommet , et le 
pied de la hauteur du tétraèdre , sont situés sur une même 
perpendiculaire à l’axe de rotation. 

Fig. 299. Soit actuellement, en vraie grandeur, ABC la base du 
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tétraèdre, et soient BCS', ACS", ABS'" les rabattements des 
trois autres faces. Nous aurons 

AS"=AS"', BS'=BS"', CS'=CS". 

Si, des points S', S", S'", nous abaissons des perpendi- 
culaires sur les côtés correspondants, ces trois droites de- 
vront se couper en un même point P, projection du som- 
met inconnu. En outre, la hauteur SP est un côté de l’angle 
droit du triangle APS, dans lequel AS=ÀS" est l’hypoté- 
nuse. Si donc nous décrivons une demi-circonférence sur 
AS" comme diamètre; si, du point A comme centre, nous 
traçons l’arc PD ; et si nous menons S"D, cette droite sera 
égale h la hauteur du tétraèdre. 

Lorsque les arêtes seront données en nombres, on pourra 
calculer, d’après cette construction, l’expression de la hau- 
teur du tétraèdre , et ensuite déterminer le volume de ce 
corps ; mais cette méthode est moins simple que la sui- 
vante. 


PROBLÈME II. 

Calculer, en fonction des arêtes, le volume d’un tétraèdre. 

Considérons d’abord le cas où les arêtes SA, SB, SC Fig. 298. 
seraient égales entre elles. Alors le point P, projection du 
sommet S , est évidemment le centre du cercle circonscrit 
au triangle ABC; et la droite AP est le rayon R de ce 
cercle. Si donc nous représentons par a, (3, y les côtés BC, 

AC, AB de la base, par <5 la longueur commune des arêtes, 
par h la hauteur du tétraèdre, et par A l’aire de sa base, 
nous aurons 

17 
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A=ï j/(a-t-/3+y) (a-f-(3 — y) («+ 7 — 13) (/3+y—a) , 
R=^, ft«=3*- II*. 

Le volume « sera ensuite donné par la formule V=jAJi; 
d’où, en faisant la substitution indiquée, 

v= A K (îH-|3+y) (ac-t-|3— 7 ) (strhy— «) 5 4 — a* (S»-/». (A) 

Fig. 500. Soit actuellement un tétraèdre quelconque SABC ; dési- 
gnons par a, 6 , c les trois côtés de la face ABC, et par 
a', b\ c' les arêtes SA, SB, SC, respectivement opposées à 
ces côtés. Si nous prenons les distances SA', SB', SC' égales 
h une longueur quelconque â, nous formerons un tétraèdre 
SA'B'C' dont le volume sera donné par la formule précédente. 
D’ailleurs, ces deux tétraèdres ayant un angle trièdre com- 
mun, sont entre eux comme les produits des arêtes qui com- 
prennent cet angle ; de telle sorte que si nous appelons V le 

volume cherché, nous aurons V= v et il ne s’agit plus 
que d’exprimer, en fonction des données et de ù, les arêtes 
a-, /3, 7 . 

Fig. 501 . Pour cela, considérons le triangle ABS et le triangle îsos- 
cèle A'B'S, qui ont un angle commun S. Abaissons, des 
sommets B, B', les perpendiculaires BD, B'D' sur le côté 
AS. Nous aurons, à cause des triangles semblables, 

SD SB v_ _ 

SD' SB S ’ 

puis, dans les triangles SA 'B', SAB : 

7 *= 2 a»—2 a. SD', c*=a'M-ô'* — 2 a'. SD. 

Ces deux équations donnent 

SD c* î 

W 2i s — T* ’ a" 
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Nous aurons donc — . 

2 i‘‘— a! s ’ 

d’où y 7 — o 7 ( c + a '~ & ') (e—a'+V) 

' a'b’ 

Une permutation tournante donne ensuite 

_.î («+&'— c') (a— fc'+c') 

^ U ~ - - - - * • 

bc 

gî (M-c* — a*) (b — c'-\-a ) 

c'a ' 

Observons maintenant que le produit 

(a+ (3 + y) (sH- (3— y ) (a+ y — j3) ((3+ y — «) 
devient, étant développé, 

— a (3 4 — •/+ 2 2 /3*y 5 +2 y V = P . 

Par conséquent, si pour abréger nous posons 
(a+b' — c') {« — b' + c')=m 7 , 

(b+c' — a') (b — c '+ a') — n 7 , 

(c+a'— b') [c— a' 4 -b')=p , ) 
nous obtiendrons d’abord 

P — — -, (— c^jpH- 3 aVyPn 7 + 3 8 c a'p^»’] ; 

a *c * 

puis 

gi 

« — —a' , m*—b" l n t -c' 2 p*+-2a'b'in-n'‘+i b'c'n 7 p 7 +3 c'a'p'm*— m , n*p*; 

et ensuite 

V— — a^m 1 — c' ï ]J v + 2 a' 6 ' m ,, n a .|-2 i'c'n'‘p i -ptc'ap' l m’ t — mWp 1 . 

La quantité placée sous le radical peut être décomposée 
de cette manière ■ 

— (a'm*— 6'u 1 )*— p 1 (j7i*— 26'c') (h* — 2a'c')-t-2 a'b'c'ip* — c' t p 7 (p' 1 — îo'6’). 

Conséquemment, si l'on pose 

m 5 — 1b'c'—m n , 
n* — 2 c'a'=n'*, 
p 1 — 2 a'b’—p' 7 , 
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on aura, au lieu de cette même quantité , 

— (a'm'’— c'*p' , (p' 4 +îa'6'); 

ou, en réduisant, 

— a'»m , »-b ,, n'*— c'y*— rtyq-JaW, 

L’expression du volume devient donc 

V- -’Z * fl’W-aV — b'*n'* — c'y* — m' •n'y*. (B) 

Observons maintenant que les valeurs de m’, n l , p* don- 
nent 

m'*=a 5 — (&'— c')*— 26'c'=a* — 6'*— c' 1 , 

»'* = 6’— (V— a')’— 2e'a , = 6 4 — c a ", 
p n =c i —(a'—b'Y—‘2a'b'—c i —a" , — b ,t . 

Dans chaque cas particulier, on calculera les quantités 
tn n , n'\ p", après quoi on substituera leurs valeurs dans la 
formule précédente. Mais si nous voulons exprimer V en 
fonction explicite des arêtes , commençons par former les 
différents termes de la quantité placée sous le radical. Nous 
aurons ainsi : 

b'» n’*«= b*b’ s — 2(c'*-f-a'*) b 5 b' s + (c'‘+a' , ) J b'*, 
c'V- c* c'*— 2 (a'"+b’ ! ) c s c'*4- (o'*+b' J ) , c'*, 
t»'»»'y*-.aW— (a' s +b'*;a*b»-(-(o' J -t-b'*)(a ,î -H;' s )a J — 

- (b'M- c' , )b*c»-H(b ,s -+-c'«)(b , '+ a'») b* 

— (c ,5 -t-a' , )c î a 1 +(c' J +o , «){c' s +b ,i ‘)c ! ‘. 

La somme des seconds membres peut être mise sous la 
forme : 

*«'*6'*c'*— a’a^tbî-H: 1 — a'+b'i+c'*— a'*)— 6*6'« (c’+a 5 — b’+c'M-a' 3 — 6’*) 
— c-c'qa’+b- — c*+a' f +tf* — e'*)-i-a , b , c , -H» , b' , c'*-i-bV*ij'M-c , o'*6'*. 

La formule cherchée est donc enfin : 

V» 1 // F a'a n fff+ c'-a’-t- b'*+ c' , -a")+ b’b"(c’+ a'— b'-t-c” + a’-b”)-l--j 

“ ii r Lc , c ’(a , -t-6’-c , +a"+b' , -c")-a’b , c , -a’b' , c , ’-b , c' , a"-c , a”b"J *'■'/ 
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PROBLÈME III. 

Couper un lélraèdre ABC par un plan P , parallèle aux deux arctes opposées 
AC , BD, de manière que la section EFGH soit un maximum. 

Le plan P, étant parallèle à BD, doit couper les deux Fig. 502. 
faces ABD, CBD suivant des parallèles h cette arête. De 
même, il coupera les deux autres faces du tétraèdre suivant 
des parallèles à l’arête AC. Conséquemment, le quadrilatère 
EFGH est un parallélogramme dans lequel l’angle HGF est 
égal à celui des arêtes AC, BD. 

Il résulte, de cette observation, que ce parallélogramme 
sera maximum en même temps que le rectangle construit 
sur les deux côtés HG, GF. 

Or, à cause des parallèles, 

HG=AC.|^, GF=BD . — ; 

d’où IIG.GF=^L-f5.BG.GC. 

uc 

Dans le second membre, tout est constant, à l’exception 
des deux segments BG, GC de l’arête BC. D’après un théo- 
rème connu, le rectangle de ces deux segments sera le plus 
grand possible quand ils seront égaux entre eux , c’est-à- 
dire quand le point G sera le milieu de BC. 

Il faut donc, pour résoudre le problème, mener le plan P 
de manière qu’il soit également distant des deux arêtes op- 
posées AC, BD. 
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PROBLÈME IV. 

Par les milieux E, F, de deux arêles opposées d’un tétraèdre ABCD, on fait 
passer une infinité de plans. Quel est celui qui détermine la section la plus 
petite en surface? 

Fig. 305. Soit EGFH le quadrilatère déterminé par l’un quelconque 
des plans sécants. Menons la diagonale EF, et abaissons, 
des sommets G, H, les perpendiculaires GG', HH' surFE. 

Le quadrilatère a pour mesure ^ EF X (GG H- HH'). 

Si le plan sécant tourne autour de EF, le facteur 
GG'-)- 1IH' variera de grandeur, l’autre étant constant. Il 
suit de là que le quadrilatère EGFH sera minimum, lorsque 
la somme des perpendiculaires GG', HH' sera la plus pe- 
tite possible. 

Par la droite EF menons un plan P, parallèle aux arêtes 
AC, BD (Prob. HI). Généralement, les droites GG', HH', 
parallèles entre elles , sont obliques à ce plan ; de plus, 
elles sont égales entre elles , parce que le plan P est éga- 
lement distant des arêtes AC , BD. Leur somme sera donc 
un minimum quand elles seront perpendiculaires à ce plan. 
Alors, GG' sera la commune perpendiculaire aux droites 
BD, EF ; HH' sera la commune perpendiculaire aux droites 
EF, AC; et le plan EGFH sera perpendiculaire à P. 
Ainsi , pour résoudre le problème proposé : 

Faites passer par la droite EF un plan P, parallèle aux 
arêtes AC, BD; par cette même droite, menez un plan P' 
perpendiculaire au premier : il déterminera la section mi- 
nimum. 
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PROBLÈME V. 

Partager une pyramide quadranplairc régulière SABCD en deux parties 
équivalentes, au moyen d'un plan BEFC passant par l'un des côtés de 
la base. 

Par le sommet S, menons un plan SGH, perpendiculaire Fig. 304. 
aux arêtes AD, BG : il partagera la figure en deux parties 
symétriques; en sorte que si nous abaissons SO perpendi- 
culaire à la base, et SP perpendiculaire au plan cherché 
CEFB, ces deux droites, hauteurs des pyramides SABGD, 

SEFBG, seront contenues dans SGH. 

Les volumes de ces deux pyramides sont proportionnels 

à AD.SO et y- F . IH . SP. Or, si nous abaissons IIM 
perpendiculaire à SG, nous aurons 
AD.SO=GII.SO=SG.HM, et IH.SP=SI.HM. 

Nous pourrons donc remplacer les quantités ci-dessus par 

AD. SG et ^i^.SI. 

Observons actuellement que la pyramide SEFBG doit 
être équivalente à la moitié de la pyramide donnée ; d'où 
AD.SG = (AD + EF)SI. 

Dans cette égalité , remplaçons AD , EF par les longueurs 
proportionnelles SG, SI ; et nous aurons 

SG = (SG+SI) SI, 


Cette dernière proportion fait voir que le jilan cherché 
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doit partager en moyenne et extrême raison la hauteur SG 
de la face ASD. 


PROBLÈME VI. 


Étant donné nn parallélipipcdc dont toutes les faces sont des losanges égaux, 
on demande le volume de ce polyèdre , en fonction des diagonales des 
faces. 

Fig. 305. Ce parallélipipède , dont le cube est un cas particulier, 
porte, en Cristallographie, le nom de rhomboèdre, parce que 
le losange est aussi appelé rhombe. 

Imaginons qu’au sommet A du rhomboèdre, se réunissent 
trois angles plans égaux BAD, DAE, EAB; et, pour fixer 
les idées, supposons que ces angles soient obtus. Alors, 
si nous menons BD, DE, EB, ces droites seront les grandes 
diagonales des faces AC, AH, AF ; de plus . elles seront 
égales entre elles, puisque ces faces sont des losanges égaux 
Par ces droites , faisons passer un plan BDE ; nous ob- 
tiendrons un tétraèdre ABDE équivalent au sixième du 
rhomboèdre. 

En effet, ce tétraèdre est équivalent à la moitié de la 
pyramide quadrangulaire qui a pour base ABCü et pour 
sommet le point B, et cette pyramide est le tiers du rhom- 
boèdre. 

Nommons g la grande diagonale DE, etp la petite dia- 
gonale AH ; nous aurons 

AB=AD=AE= IVf+f- 

* 

Par suite, et d'après la formule (A) trouvée ci-dessus 
(Problème II), le volume du tétraèdre sera 
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~çj'V5p r -<f. 

Le volume du rhomboèdre est donc — g\ 

Remarques. l°Le rhomboèdre que nous venons de con- 
sidérer est appelé rhomboèdre obtus. Il est facile de voir 
qu’avec les mômes faces on peut généralement former un 
autre rhomboèdre dans lequel les trois angles plans égaux 
qui se réunissent en un même sommet, sont aigus. Le vo- 
hime de ce rhomboèdre aigu sera, d’après la formule pré- 
cédente , en permutant les lettres , 

2° Le premier rhomboèdre est toujours plus petit que le 
second, excepté quand p—g; alors les deux polyèdres se 
transforment en deux cubes égaux. 

5° V deviendrait imaginaire si l’on avait 3 donc le 
rhomboèdre obtus n’est possible que si le rapport de la 
grande diagonale à la petite est inférieur à p'B. 

PROBLÈME Vil. 

Étant donné un dodécaèdre dont toutes les faces sont des losanges éganx , 
on demande, en fonction de l’arête , le volume de ce polyèdre. 

Ce polyèdre, que l’on rencontre dans la nature, est ap- 
pelé dodécaèdre rhomboïdal. Il est représenté dans la fi- 
gure 506. 

Imaginons que trois angles obtus, égaux entre eux, se 
réunissent par leur sommet commun G , de manière à for- 
mer un angle trièdre. 

Par le point G, menons, dans l’intérieur de cet angle, 
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une droite GS, également inclinée sur les arêtes. Prenons 
GA=GB=GC=GS ; achevons les losanges GI, GK, GL; 
puis, par les sommets A, I, B, K, C, L, menons des droites 
égales et parallèles h AS . les extrémités de ces droites se- 
ront les sommets d’une ligne brisée DMEiNFP, égale à 
AIBKCL. Enfin, concevons que les plans PDM, MEN, NFB 
viennent se couper en un point H, opposé au sommet G; 
le polyèdre GII sera un dodécaèdre , décomposé en quatre 
parallélipipôdcs. Si l’angle obtus AGB a été convenable- 
ment choisi, ces quatre parallélipipèdes seront, comme on 
le reconnaît aisément, des rhomboèdres égaux eutre eux; 
et le polyèdre GH sera le dodécaèdre rhombo'idal qu’il s’a- 
gissait de construire. 

Afin de déterminer l’angle AGB ou le losange AGBI, ob- 
servons d’abord que , d’après la construction précédente , 
les trois angles dièdres ayant pour arête commune GS, sont 

égaux entre eux; donc chacun d’eux vaut les - d’un angle 
dièdre droit. 

Cela étant, faisons passer un plan suivant les sommets 
A, B, M; nous détacherons du dodécaèdre le tétraèdre 
ABMI (fig. 507) , dans lequel chacun des angles dièdres 

Al, BI, MI est égal à Abaissons, du sommet I, la per- 
pendiculaire 10 sur le plan du triangle équilatéral ABM. 
Abaissons aussi, des points B, M, les droites BT, MT per- 
pendiculaires à l’arête AI : elles se couperont en un même 
point T, parce que les triangles A1B, A1M sont égaux; et 
comme l’angle de ces droites mesure l'angle dièdre suivant 
AI, nous aurons 

BTM=f=BOA. 
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Il suit de là que les triangles isoscèles BTM, i'fOB sont 
égaux; donc, par une propriété connue, BT=BO=^l. 

Enfin, si nous abaissons IU perpendiculaire sur AM, les 
triangles AIU, AMT donneront 

A 1 _ 

AM MT ' 

Représentons par g la grande diagonale AB de la face 
AGBI, et par p la petite; nous aurons AM — AB = 31 , 

IU= 2 V> AI =\Vg*+]?; MT=BT=çf-; et la propor- 
tion précédente donnera 

Vg t +p‘=pV r 3; d’où ^ = |/ 2 . 

Ainsi, dans le dodécaèdre rhombmdal, les diagonales de 
chaque face sont entre elles comme |/2 est à 1. 

Conséquemment, si l’on désigne par a l’arête du rhom- 
boèdre, on aura 

a—\ V f)*+ 2 p*=| p lA> ; 
puis V—\ a V%, </ = §aV 6. 

La formule trouvée dans le Problème VI donnera donc, 
pour le volume d’un des quatre rhomboèdres, 

|(^=Jo'K3. 

Multipliant cette quantité par 4 , nous obtiendrons défi- 
nitivement, pour le volume cherché , 

V=A 6 aV 3. 
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PROBLÈME VIII. 

Un cube étant donné (fig. 508) , on prend , sur ses arêtes et à partir des som- 
mets, les distances El, EK, EL, AM... égales entre elles. On mène les 
plans AIF, HLF, AKH,... lesquels déterminent un polyèdre ayant pour 
faces vingt-quatre quadrilatères égaux. On demande d’évaluer la surface 
cl le volume de ce corps. 

Le polyèdre obtenu par la construction qui vient d’être 
indiquée appartient, comme le rhomboèdre et le dodécaèdre 
rhomboïdal, à la cristallographie. On l’a appelé trapé- 
zoèdre. Il est représenté dans la fig. 309. 

308. Les six faces du cube sont situées de la même manière à 
l’égard du centre 0 de ce polyèdre. Conséquemment, les 
vingt-quatre faces du trapézoèdre sont égales entre elles et 
également distantes de ce point; et les pyramides qui au- 
raient pour bases les faces et pour sommet commun le 
centre, seront égales entre elles. Il suffira donc d’évaluer 
la base de l’une d’elles, ainsi que leur hauteur commune. 

Prenons à part (fig. 310) le tétraèdre A1F0, qui a pour 
base la section AIF faite dans le cube par l’un des plans limi- 
tant le trapézoèdre. Désignons par a l’arête du cube, et par 
b la distance constante IE (fig. 308), laquelle, est supposée 

moindre que J a. Nous aurons, ainsi qu’il est facile de le voir, 
AF =o/5, IA^IF^V' a’-HA 0F=0A=^AG=Ja/3; 
puis 

01=1/ (i a |/2)’+ (-J a - b)'= ]/ | a*- ab+ b\ 

Soit N (fig. 310) le milieu de AF; menons IN; abaissons 
OP perpendiculaire sur cette droite : OP sera la hauteur 
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commune de nos pyramides. Abaissons aussi IQ perpen- 
diculaire à ON. Nous aurons, dans le triangle OIN, 

OP=IQ<g: 

Or, dans la figure 308, ON est parallèle à HE; donc 

IQ=iEB = îaK2. 


D’ailleurs, 



Si nous menons IL et AH, nous aurons ensuite 

TR IL IE. ,, , IR IE 

RA AH~~HE ; u IA IE+HE' 


Ainsi, IR=JL Va'+b'. 

an- b 

Considérons maintenant en particulier le triangle isoscèle 
AIF (fig. 311), dans le plan duquel sera située une face du 
trapézoèdre. Le plan HLF (lig. 308) coupe AIF suivant la 
droite RF (fig. 311) ; et si nous prenons IR'=IR, la droite 
AR' représentera l’intersection des plans AIF, HKA 
(fig. 308). Déplus, le plan passant par les points B, M, E 
coupe le plan AIF suivant une droite qui passe en N, et 
qui est parallèle h IF. Si donc, par le point N (fig. 311), 
nous menons NF' parallèle à FI , et NA' parallèle à AI, le 
quadrilatère NSUT sera, en vraie grandeur, l’une des faces 
du trapézoèdre. 

Pour évaluer ce quadrilatère, représentons, pour abré- 
ger, AF par 2a, AI par (3, NI par h, et IR par y. Nous 
aurons, en menant NX parallèle à FR, 
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d’où 
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El 

1N : 


m 


Jt 


,X T^-sO-T) 


UI— ?El 

1 0+7* 


Les quadrilatères LRUR', NI US sont évidemment sem- 
blables; donc 

NTUS=IRUR' (M)\ 

Or, IRUR r a pour mesure 

1 UI • RR', oug^.2 

2 P+7 P (P+7)P* 

Donc KTUS = — ItlY — 1 h * E— r)* ™ 

(P+7)P ' \ 27/ a p [s-f-j 

en appelant F l’aire d’une face du trapézoèdre. 

Mais a==iaf/2, y= — — y/ a '-j-b\ 


donc 


2 . , . - . - , /— 

h= V¥+îiï- 

1 


F= 


'/a 1 -h 2 b*. 


i (a+b) (a-h2b) 

Enfin, si nous multiplions cette quantité par 

Si 1 n» 

a ’ a a &*' ’ 
nous aurons, pour le volume cherché , 

y__ a J 

(a+6)(a+26)' 

PROBLÈME IX. 

Dans une pyramide quadrangulaire SABCD qni a pour base un trapèze ABCD, 
on donne : i° la face SAB; 2° les dircclions des arêtes parallèles AD, 
BC; 3° les angles de la face SCD; cl l’on demande de construire la 
pyramide. 

Fig. ol2. Du sommet S, abaissons SP perpendiculaire au plan de 
la base, lequel est connu de position. Abaissons ensuite 


Digitized by Google 


DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 271 

PQ perpendiculaire au côté inconnu GU, et menons SQ : 
cette droite sera la hauteur de la face SCD , laquelle est 
donnée A' espèce, mais non de grandeur. 

Le rapport des segments CQ, DQ est donné; si donc 
nous divisons le côté AB, au point E, dans ce même rap- 
port, le point Q sera situé sur EE' parallèle h BC. 


D’un autre côté, le rapport ^ est connu; donc si nous 
supposons QR—QS, le point R sera situé sur une parallèle 
FF' h BC, passant en un point F déterminé par la propor- 

Uon gjj. 

Menons maintenant PR et RS ; nous aurons 


RS= SP + PR== SP V PQ V QR = 2 QR 2 ; 

d’où QR — PQ = SP. Ainsi, dans le triangle PQR, rec- 
tangle en Q, la différence des carrés construits sur les côtés 
de l’angle droit est connue. La construction de la pyra- 
mide est donc ramenée à ce problème de Géométrie plane : 

Déterminer un triangle rectangle PQR, dont un sommet Fig- 313. 
P est donné, dont les deux autres sommets Q, R sont situés 
sur deux parallèles données EE', FF', et dans lequel la 
différence des carrés construits sur les côtés PQ , QR de 
l’angle droit, est égale à un carré donné m*. 

Pour résoudre ce dernier problème, abaissons PP', RR' 
perpendiculaires à EE'. Nous aurons d’abord 

QR^QR^+RR' 2 , PQ=PP > Vp 7 Q 2 ; 

d’où m* = QIC— PQV RR 7 — PPL 

Les longueurs PP', RR' sont connues; donc la dernière 
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2 2 

équation équivaut à QR' — Ql*' = d\ a étant une droite 
donnée. 

En second lieu, les triangles PP'Q, QR'R sont sembla- 
bles, comme ayant les côtés perpendiculaires ; donc 

ou QR'*P'Q=PP' RR'. 

Le rectangle des segments QR', P'Q étant connu , ainsi 
que la différence de leurs carrés, le problème ne présente 
plus aucune difficulté. 

PROBLÈME X. 

Couper par un plan un prisme triangulaire donné, de manière que la section 
soit semblable à un triangle donne. 

On peut toujours supposer que la section passe par un 
sommet de la base du prisme ; alors elle retranche du prisme 
une pyramide ayant pour base un trapèze ; et l’on est ra- 
mené au problème précédent. 

Remarque. Cette solution, remarquable par sa simpli- 
cité, est due à Simon Lhuilier. En la modifiant légère- 
ment, on peut l’appliquer à cet autre problème : 

Projeter un triangle sur un plan donné , de manière que 
lu projection soit semblable à un triangle donné. 
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PROBLÈME XL 

Sur les côtés d’nn hexagone régulier ABCDEF, on élève six plans, perpen- 
diculaires à celui de celle figure. On prend les arêles non consécutives 
BB', DD', FF', égales cuire elles. Enfin, par chacune des droites B'D', 

D'F', F'B', et par un point S, situé sur l’axe de l’hexagone, on tait passer 
des plans SB'C'D', SD’ET, SF'A'B'. Comment doit-on prendre le point S, 
pour que la somme des faces du polyèdre ainsi formé soit un minimum A'? 

Remarquons d’abord que le volume de ce décaèdre est Fig*. 314. 
indépendant de la position du point S. En effet, ce corps 
se compose de douze prismes triangulaires égaux àOBCSB C\ 
ou symétriques de OBCSB'C'; et il est facile de voir que 
ce dernier prisme a pour mesure OBC . BB'. 

Actuellement, pour déterminer, parmi tous les polyèdres 
construits comme il vient d’être dit, quel est celui dont la 
surface latérale est la plus petite possible, observons que 
cette surface se compose de six trapèzes égaux à BCB'C', 
et de six triangles égaux à SB'C/. Il suffit donc que 
BCB'C'+ SB'C' soit un minimum. 

Menons les diagonales OC, BD du losange OBCD, et 
les diagonales SC', B'D' du losange SB'C'D'; menons en- 
core la droite II' qui joint les centres de ces deux figures. 

Nous aurons, comme il est aisé de le reconnaître, 

BC=2CI=pJ, BB'=IF, IB=1'B'. 

Le trapèze BCB'C' a pour mesure 

j(BB'+CC')BC=(BB'+CC')p|. 

D’un autre côté, l’aire du triangle SB'C' est I'B'. I'C'. 

La quantité qu’il faut rendre minimum est donc 

(BB'+CC')pf + rB'.I'C'. 

18 
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En négligeant le facteur constant I'B\ ainsi que le terme 
constant BB\ on la réduit à 

F^'- 

Prenons à part (fig. 515) le trapèze ICI'C', dans lequel les 
deux côtés perpendiculaires IC, II' sont donnés. Menons CG 
parallèle à IC; et, à cause de CC'=II' — CI', il nous sut- 

Ql» 

tira de chercher le minimum de la quantité I'C' — y=. 

Pour cela, désignons C'G para, GI' par x, et I'C' — pg- 
par z; nous aurons 

V 0 j= a î d’où 2 x ! — 2*xk r 5-)-3(a l — £)—o. 
Cette équation du second degré a ses racines imaginaires 
tant que z î est inférieur à ®o s . Conséquemment, le mini- 
mum de a est a A , et la valeur correspondante de x est 

\aVÏ. 

Il résulte de là que la surface latérale du polyèdre pro- 
posé sera la plus petite possible, quand la différence entre 
les arêtes BB' et CC' sera égale au quart de la diagonale 
du carré construit avec AB comme côté. 

Remarque. Le polyèdre dont nous venons de nous oc- 
cuper est celui qui constitue chacune des alvéoles de l’a- 
beille. 

PROBLÈME XII. 

Partager un troue de pyramides en parties proportionnelles à des nombres 
donnés , par des plans parallèles aux bases. 

Ce problème n’est pas susceptible d’une solution gra- 
phique , fondée seulement sur l’emploi de. la règle et du 
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compas. Nous allons donc chercher les expressions algé- 
briques des différents segments de la hauteur du tronc : 
elles permettront, dans chaque cas particulier, de calculer 
les valeurs numériques de ces lignes. 

Soient B, b les deux bases, et II la hauteur du tronc. 
Supposons , pour fixer les idées , que ce polyèdre doive 
être partagé en quatre parties, proportionnelles à m, », p, 
q; et soient x, g, s, t les hauteurs de ces segments. 

Prolongeons les faces latérales du tronc , de manière à 
reconstruire les deux pyramides dont il est la différence. 
Soit h la hauteur inconnue de la petite, pyramide; alors 
H+/i sera la hauteur de la grande. 

Nommons actuellement B', B", B'" les aires des sections 
faites dans le tronc par les plans parallèles aux bases : nous 
aurons, par un théorème connu, 

b ir B' B" b 

( H -t- h)‘ (U-t-h—xY (H+h-x— y) % (U -hh-x—y-s)* 

En comparant chacun des segments au tronc total, nous 
obtiendrons 'ensuite 

(fi-t-B'-t-y/BB)a; m 

( B-+- b 4- v^Wyii 

(B'-t-B'+ VÏÏÛ') y « 

-h V'BÏTJH *’ 

(B’-t-B V B'B")s_ p 

(B-f-!> + y/B6)H ’ 

(B’’-f-6-t-y/B* r i!)) t _q 
(B -f-fr-i- y/Bï ) H *’ 

eu appelant s la somme des quantités m, », p, q. 

Les premières proportions donnent aisément 

y/B— y /b y/ B— y/B' Vu — VU' y/iT— y/if 7 VIF—Vb 

H X y t t ’ 
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af=H 


y b— y b' 

Vb-VÎ' 


y = H 


v b — yw 

v/B-v/6 ’ 


*= H 


y¥— y b- 
y b— y b ’ 


f=H 


yv—yi 
yë-ys ' 


En substituant ces valeurs dans les autres proportions , 
on obtient 


Bt/ïï— BVff _m 
Bt/B-M/I 7' 

BVg-BVf n 

BV/B-fcV/6 * ’ 

BVff— ri/r__p 

Bt/i^-6 i/6 * ' 

B'V/S 17 — 6V/6 g 

b y b — ïÿb ** 

On déduit , de la dernière proportion , 

B’" V r W=b\fl+l( B lAfi- 6 j/6) : 
puis, par des substitutions successives, 

B" b\Tb + £t« (B KB- bVb) . 

B ' b \Tb+- (B 1/B— h Kfc) . 


Dans chacune de ces nouvelles équations , formons les 
carrés des deux membres, puis extrayons la racine cubique, 
de part et d’autre; nous obtiendrons 

B'"= Ç/[b \Tb + ? (bVb — blH))}\ 

B"=|y [biTb+P^ (WK-b\Tb)]\ 

B' =^/\b\T ï+^i£i2(B|/B — ; 
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puis ôFl-h? (B/B —bVb), 

VW=^/b\T >+^(B^B— b\H)), 

^W=\/ / 6^ + 5±£^(Bj/b— 6|T" >). ' 

II ne reste plus maintenant qu’à faire de simples substi- 
tutions pour obtenir les valeurs définitives de x , y, z, t. Ce 
dernier calcul ne présente plus aucune difficulté. 

PROBLÈME XIII. 

Couper un cube par un plan, de manière que la section soit un hexagone 
régulier. 

Prenons les milieux M, N, P, Q, R, S de six arêtes con- Fig. 316. 
sécutives du cube : ces six points seront les sommets d’un 
hexagone régulier satisfaisant à la question. 

D’abord, le polygone MNPQRS est plan. En effet , les 
deux côtés MS, NP, prolongés, rencontrent évidemment en 
un même point I le prolongement de l’arête FB. Donc ces 
deux côtés, et par suite tous les côtés, sont situés dans un 
même plan , parallèle à celui qui contiendrait les sommets 
B, E, G du cube. 

En second lieu, l’hexagone est équilatéral : carie côté 
MS, par exemple, est égal à la demi-diagonale de la face 
ABFE. 

Enfin, chacun des angles de l’hexagone MNPQRS est 

•i » * 

égal à g d’angle droit. En effet, l’angle SMN est le supplé- 
ment de IMN. Or, le triangle IMN est évidemment équila- 
téral; donc, etc. 
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Remarques. 1° L’hexagone régulier MNPQRS est isopé- 
rimètre avec le triangle équilatéral BEG. Il est facile de re- 
connaître que la même propriété subsisterait pour tous les 
hexagones déterminés par des plans parallèles à BEG. 

2° On sait (Th. XV, Liv. IV) que, parmi tous les poly- 
gones isopérimètres et d’un même nombre de côtés, le 
maximum est le polygone régulier; donc, d’après la re- 
marque précédente, l’hexagone régulier MNPQRS est plus 
grand que tous les hexagones résultant de la section du cube 
par des plans parallèles à BEF. 
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LIVRE VII. 


THÉORÈME 1. 

Deux points réciproques quelconques, l'un intérieur à une sphère, l’autre 
extérieur à celte sphère , partagent harmoniquement le diamètre qui 
les contient. 

(Voyez Th. XLX, Liv. III.) 

THÉORÈME II. 

Les distances d'un point quelconque d’une sphère à deux points réciproques, 
sont dans un rapport constant. 

(Voyez Th. XX, Liv. III.) 

THÉORÈME III. 

1° Les tangentes menées à une sphère S, d’un point extérieur A, sont égales 
entre elles; 2° le lieu de ces tangentes est une surface conique de révo- 
lution; 3° le lieu de leurs points de contact est une circonférence située 
dans un plan P perpendiculaire nu diamètre EF passant par le point ex- 
térieur A. 

Par le diamètre EF, faisons passer divers plans : ils cou- Fig. 317. 
peront la sphère suivant les circonférences EBF, EGF, 

EDF,... Menons, aces lignes, les tangentes AB, AC, AD,... 
et menons les rayons BO, CO, DO,... Nous obtiendrons 
ainsi des triangles rectangles ABO, ACO, ADO,... évidem- 
ment égaux entre eux. Donc. 1° les tangentes AB, AC, 

AD,... sont égales entre elles. 
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A cause de l’égalité des mêmes triangles, les angles 
BÀO, CAO, DAO,... sont égaux entre eux; ainsi, 2° le lieu 
des tangentes est une surface conique de révolution. 

Enfin, si nous abaissons des points B, C, D,... les per- 
pendiculaires BI, CI'. DI",... sur AO, toutes ces droites 
seront égales entre elles; et les points I, I', I",... se con- 
fondront, parce que les triangles rectangles ABI, ACI', 
ADI",... sont, d’après ce qui précède, égaux entre eux. 
Donc, 5° le lieu des points de contact B, C, D, ... est une 
ligne plane, etc. 

Remarques. 1° On peut abréger considérablement la dé- 
monstration précédente, en supposant que la figure ABFE 
tourne autour de AO. Dans ce mouvement, la demi-circon- 
férence EBF engendre la surface sphérique S; la droite AB, 
qui ne change pas de longueur, engendre une surface co- 
nique, circonscrite à la sphère; enfin, le point de contact 
B décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire 
à l’axe de rotation. 

2° Le point E est le pôle du petit cercle BCD; donc 
les arcs de grands cercles EB, EC , ED,... sont égaux 
entre eux. 

THÈ0RÈV1K IV. 

Le sommet d’un cône U , circonscrit à une sphère $, est le pôle du plan P 
de la circonférence de contacl. 

Fig. 517. On appelle plan polaire d’un point A, relativement à une 
sphère S, le plan perpendiculaire au diamètre AO, mené 
par le conjugué du point A. Réciproquement, le point A est 
le pôle de ce plan. 

Cette définition étant admise, le théorème consiste en 
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ce que le point I, où le plan P coupe AO, est le conjugué 
du point A. etc. (Voyez Th. XXI, Liv. III.) 

THÉORÈME V. 

Le pôle V de tout plan F passant par an point A, est situé sur le plan 
polaire P de ce point A. 

Par le centre O de la sphère S, concevons un plan Q. 
perpendiculaire aux deux plans P, P'. Ce nouveau plan 
coupera les deux autres suivant deux droites , dont l’une 
D' passe par le point A, et dont l’autre D sera la polaire 
du point A, relativement à la circonférence C déterminée 
par le plan sécant. Il est facile de voir, maintenant, que le 
pôle du plan P', relativement à la sphère S, se confond 
avec le pôle de la droite D', relativement à la circonfé- 
rence C. La proposition est donc ramenée au Théor. XXII 
du Livre III. 


THÉORÈME VI. 

* 

Le plan polaire F de tout point A' pris snr un plan P, passe par le pôle A 
de ce plan P. 

(Voyez Th. XXIII, Liv. III.) 

Corollaire. Si chacun des points d’un plan P, extérieur 
à une sphère S, est pris pour sommet d'un cône circonscrit 
à la sphère, les plans des circonférences suivant lesquelles 
tous les cônes ainsi déterminés touchent la sphère, se coupent 
en un même point A, pôle du plan P. 


Digitized by Google 



282 THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

THÉORÈME Vil. 

Le pôle A de tout pian P passant par une droite D, est sitné sur la droite 
D', réciproque de la première. 

Nous conviendrons d’appeler droites réciproques deux 
droites passant par deux points réciproques, perpendicu- 
laires entre elles, et perpendiculaires au diamètre qui con- 
tient les deux points réciproques. 

318. Cela étant, prenons pour plan de la ligure celui qui passe 
par le centre O de la sphère et par la droite D'. Abaissons 
OE' perpendiculaire h cette dernière droite, et soit E le 
point réciproque- de E' : la droite D sera la perpendiculaire 
au plan de la figure, projetée en E; et le plan P aura pour 
projection une droite telle que BEC. D’ailleurs, le pôle A 
du plan P est le conjugué du pied A' de la perpendiculaire 
abaissée sur ce plan, par le centre O de la sphère (Th. IV). 
Donc ce pôle est situé sur la droite D'. 

THÉORÈME VIII. 

Le pian polaire I* de tout point A pris sur une droite D', passe par la droite D, 
réciproque de la première. 

(Voyez Th. VI.) 

THÉORÈME IX. 

Toute corde, menée par un jvoint A , est divisée harmoniquement parce point 
et par son plan polaire P. 

Par la corde et par le centre de la sphère, faisons passer 
un plan Q ; il coupera la sphère suivant une circonférence 
de grand cercle ; et il coupera le plan P suivant une droite, 
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polaire du point A par rapport à cette circonférence (Th. Y); 
donc, etc. (Voyez Th. XXIV. Liv. III.) 

THÉORÈME X. 

Le lieu des pèles d’une droite D , relativement ù tous les cercles situés sur 
une sphère S et passant par celle droite, est la droite I)', réciproque 
de D. 

Soit O la circonférence de grand cercle dont le plan est Fig. 319 
perpendiculaire h la droite D. Soit, en outre, A la projec- 
tion de celle-ci. Tout petit cercle de la sphère, passant par 
cette droite L) , sera projeté suivant une corde RC passant 
par ce point A ; et il aura 15C pour diamètre. Conséquem- 
ment, le pôle M de la droite U, par rapport à ce petit cercle, 
sera situé sur la corde RC. Et comme le diamètre RC doit 
être partagé harmoniquement par D et par M , il s’ensuit 
que ce pôle est l’intersection de RC avec la polaire EF du 
point A, relativement au grand cercle O. Le lieu des pôles 
de la droite D est donc cette droite EF, laquelle est évidem- 
ment la réciproque de D. 

THÉORÈME XI. 

Le lieu des polaires d’un point A, relativement à tous les cercles situés 
sur une sphère S et passant par ee point, est le plan polaire de ce 
même point. 

La démonstration est analogue à celle du théorème pré- 
cédent. 
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THÉORÈME XII. 

Le lieu géométrique des points d’égale puissance par rapport à deux sphères 
S , S', est un plan P, perpendiculaire à la ligne des centres. 

On reconnaît facilement que si, par un point fixe, on fait 
passer une droite quelconque , terminée de part et d’autre 
à une sphère donnée, le rectangle des segments de cette 
corde, déterminés par le point, sera constant. 

Ce rectangle constant est appelé puissance du point par 
rapport à la sphère. 

Cela posé, la proposition est immédiatement ramenée à 
celle de la Géométrie plane. (Voyez Th. XXXI. Liv. III.) 

Remarques. 1° Le plan P est appelé plan radical des 
sphères S, S'. Il se confond avec le lieu des points d’où 
l’on peut mener aux deux sphères des tangentes égales. 

2° Si les sphères se coupent, le plan radical est celui de 
la circonférence commune. 

3" Si les sphères se touchent, le plan radical est le plan 
tangent commun. 

THÉORÈME XIII. 

Les plans radicaux de trois sphères, considérées deux à deux, se coupent 
suivant une droite D, perpendiculaire an plan des trois centres. 

(Voyez Th. XXXII, liv. III.) 

Remarques. 1° La droite D est Yaxe radical des trois 
sphères. 

2° Si trois sphères se coupent deux à deux , les plans 
des circonférences communes se coupent suivant une même 
droite, etc. 
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THÉORÈME XIV. 

/ * 

\ ' t • . 

Les plans radicaux de quatre sphères, considérées trois à trois, se coupent 
tous les quatre en mi même point , appelé centre radical des quatre 
sphères. 

* 

(Voyez Th. XXXII. liv. IU.) 

THÉORÈME XV. 

Le lieu des points d’égale puissance par rapport à deux cercles situés 
sur une même sphère, est l’intersection des plans de ces cercles. 

Observons d’abord que toute corde, soit du premier,* 
soit du second cercle, est une corde de la sphère. Donc 
tout point pris sur l’intersection des plans de ces cercles, 
est un point d’égale puissance par rapport à ceux-ci. 

D’un autre côté , par un point non situé sur cette inter- 
section, on ne peut faire passer, à la fois, une corde du pre- 
mier cercle et une corde du second; ce point ne saurait, 
donc appartenir au lieu dont il s’agit. 

THÉORÈME XVI. 

Si, par un point P, pris sur la surface d'une sphère S, on fait passer deux 
arcs de grands cercles PA, PB, langenls à un petit cercle C, ces deux 
arcs seront égaux entre eux. 

Soit AT la tangente commune au grand cercle PA et au Fig. 320. 
petit cercle C. Soit, de même, BT la tangente commune aux 
cercles PB et C. Ces deux tangentes, étant situées dans un 
même plan, iront en général se couper en un point T, situé 
sur l’intersection POP' des plans des deux grands cercles. 
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Donc (Th. III), elles seront égales, et les arcs PA, PB se- 
ront égaux. 

Remarque. La circonférence dé grand cercle P AP', tan- 
gente au petit cercle C, est dite tangente sphérique de ce 
petit cercle. 

THÉORÈME XVII. 

Le lieu des points P d’où l'on peut mener à deux cercles C, C', situés sur 
une sphère S, des tangentes sphériques égales, est une circonférence de 
grand cercle dont le plan passe par l'intersection des plans de ces deux 
cercles. 

520. Du point P connue pôle, avec PA pour rayon sphérique, 
décrivons le petit cercle ABA'B' : il coupera les cercles 
C, C' aux points À, B, A', B', où les tangentes sphériques 
PA, PB, PA', PB' touchent ces petits cercles (Th. XVI). 
De plus, les tangentes en A, B, A', B', à ces tangentes 
sphériques, vont concourir en un point T, situé sur le rayon 
OP prolongé. Or, le point T appartient évidemment à l’in- 
tersection BR' des plans des deux petits cercles. Donc le 
lieu des points P est situé dans un plan passant par le 
centre 0 de la sphère et par l’intersection RR'. 

Remarques. 1° La tangente AT à l’arc de grand cercle 
PA, est, par hypothèse, tangente au petit cercle C. De plus, 
la tangente AH au cercle ABA'B' est perpendiculaire à AT : 
c’est ce que l’on reconnaît en observant que les plans des 
cercles PA, ABA'B' sont perpendiculaires entre eux, et 
que Ail est perpendiculaire à leur intersection AI. Donc le 
cercle ABA'B' coupe orthogonalement le cercle C, le cercle 
C', et enfin tous les cercles dont les plans passent par la 
droite RR'. 
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2° Si le point T se déplace sur la droite RR', le cercle 
orthogonal ÀBA'B' variera; mais le plan de ce cercle est le 
plan polaire du point T (Th. IV); donc il passe constam- 
ment par la droite réciproque de RR' (Th. VIII); donc toutes 
les circonférences telles que ABA'B' se coupent en deux 
points fixes F, F', qui sont ceux où la surface de la sphère 
est rencontrée par la droite réciproque de RR'. 

THÉORÈME XVIII. 

Si Fon conçoit, sur qnc sphère , une infinité de circonférences (1 dont les 
plans passent par une droite !), et une infinité de circonférences C' dont 
les plans passent par la droite I)', réciproque de 1); chacune des pre- 
mières circonférences coupe orlhogonalemcnl chacune des dernières. 

Ce théorème est évidemment contenu dans les deux re- 
marques précédentes. 

THEOREME XIX. 

Le sommet A d’un angle sphérique CAD , circonscrit à un cercle directeur Fig. 521 . 
CDE , a pour cercle conjugué eclui qui passe par les points de contact 
C, D. 

Supposons que, par le centre O de la sphère, on fasse Fig. 322. 
passer un plan perpendiculaire à celui d’un cercle situé sur 
cette sphère. Soit alors CD la projection de ce cercle, lequel 
a pour centre et pour pôle les points I et P; et soient A', 

B' deux points réciproques, ou conjugués par rapport à ce 
même cercle, c'est-à-dire deux points satisfaisant à la rela- 

a 

tion IA'.IB'=ID. Si l’on conçoit les deux rayons OA', 

OB', ils rencontreront la surface de la sphère en deux 
points A, B, situés sur la circonférence de grand cercle 
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ACD : ces points A, B seront dits conjugués par rapport 
au cercle directeur CD. 

Ainsi, deux points A, B, situés sur la circonférence d'un 
grand cercle perpendiculaire à un cercle directeur CD, sont 
dits conjugués par rapport à celui-ci, lorsque les droites me- 
nées du centre de la sphère à ces deux points, rencontrent 
le plan du cercle directeur en deux points réciproques (*). 

En second lieu, nous conviendrons d’appeler cercle con- 
jugué d'un point A le grand cercle BO mené par le point 
conjugué de celui-ci, perpendiculairement au grand cercle 
qui contient les deux points. 

Réciproquement, le point A est dit conjugué du cercle OB. 

Enfin, deux grands cercles AO, BO, menés par deux 
points conjugués, perpendiculairement au grand cercle qui 
contient les deux points, sont appelés cercles conjugués (**). 

Ces définitions étant entendues, la démonstration du 
théorème est facile. 

Fig. 321. En effet, soient CA', DA' les droites suivant lesquelles 
les plans des grands cercles AC, AD coupent le plan du 
cercle CED; ces droites, tangentes à ce petit cercle, se cou- 
peront en un point A', pôle de la corde de contact CD; et le 
milieu B ' de cette corde de con tact sera le point réciproque du 
point B. De plus, toute la figure est symétrique par rapport 

(*) Les lecteurs à qui les définitiuiis de la Trigonométrie sont fami- 
lières verront immédiatement qu’en désignant par a, p, -y les arcs PA, 
PB, PC, on a 

tang a . . tang p ~ tang 2 -y. 

(**) Ces dénominations, ainsi que la plupart des théorèmes contenus 
dans ce VU* Livre, m’ont été suggérés par la lecture d’un très-inté- 
ressant Mémoire sur la sphère, dont l'auteur est M. Heegmann , de Lille. 
(B, C.) 
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au plan OA'B'. Donc le grand cercle CBD est conjugué du 
point A. 

(Voyez Th. XXI, Liv. III.) 

THÉORÈME XX. 

Le conjugué A' de loul grand cercle G' passant par un point A, est sur 
le grand cercle C conjugué de ce point A. 

Imaginons des droites menées du centre de la sphère 
à tous les points de la figure, et prolongées jusqu’à ce 
qu elles rencontrent le plan du cercle directeur D : le lieu 
des points d’intersection sera une figure plane qui pourra 
être regardée comme une transformée de la figure sphérique 
donnée. Ainsi, les cercles C, C' seront transformés en deux 
droites c, c' ; et les points A, A' seront transformés en deux 
points a, a'. 

Actuellement, de ce que le cercle C est conjugué du point 
A, il est facile de conclure que la droite c est la polaire du 
point a, relativement au cercle D. De même, la droite c' est 
la polaire de»'. Mais cette dernière droite c' passe évidem- 
ment par le point a ; donc son pôle a' est situé sur la droite 
c (Th. XXII, Liv. III) ; donc le point A' est situé sur la cir- 
conférence C. 

Remarque. La transformation dont nous venons de faire 
usage s’appelle transformation conique ou transformation 
perspective : elle ramène , dans un grand nombre de cas , 
les théorèmes de la Géométrie sphérique aux théorèmes de 
la Géométrie plane. Comme application de cette méthode, 
nous indiquerons les propositions suivantes , en nous con- 
tentant de les énoncer. 

19 
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THÉORÈME XXI. 

Le grand cercle C', conjugué de (ont point A' pris sur un grand cercle C, 
passe par le point A , conjugué de ce dernier cercle. 

Corollaire 1. Si, par un point A, pris sur la surface de 
la sphère, on fait passer un arc de grand cercle ABC cou- 
pant en deux points B, C un petit cercle donné BC ; que, 
par ces deux points , on mène à ce petit cercle deux tan- 
gentes sphériques BM, CM; le lieu du point de rencontre 
M de ces tangentes est me circonférence de grand cercle. 

Corollaire 2. Si, par différents points M, M', M",... prit 
sur une circonférence de grand cercle, on mène , à un petit 
cercle donné D, des tangentes sphériques, les arcs de grands 
cercles BC, B 'G', B"C",... qui joignent les couples de points 
de contact, passent tous par le même point A. 

(Voyez Th. XXIII, Liv. HI.) 

THÉORÈME XXII. 

Si les arcs de grands cercles qui joignent les sommets correspondants de deux 

triangles sphériques se coupent en an même point, les points de concours 

des côtés opposés sont situés sur une même circonférence de grand cercle. 

— El réciproquement. 

(Voyez Th. XV, Liv. III.) (*) 

{♦) On a vu, à l’endroit cité, que si les points de concours des côtés 
correspondants de deux triangles rectilignes sont situés sur une même 
droile D, ces deux triangles sont dits homologiques. En outre, la droite 
D est Taxe d'homologie ; c t le point de concours des droites menées par 
les sommets correspondants est te centre d’homologie. 

D’un autre côté, on sait (Th. V, Liv. lit) que deux polygones rcclili- 
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THÉORÈME XXI11. 

Si deux polygones sphériques sont composés d’un même nombre de triangles 
tels, que les points de concours de deux cotés homologues quelconques, 
pris dans deux triangles correspondants , soient tous situés sur une même 
circonférence de grand cercle , les arcs de grands cercles qui joignent les 
sommets homologues de ces deux polygones, se goupent tous en up ipcrnc 
point. 

Remarque. La F«ciproqite n’est pas toujours vraie. 

THÉORÈME XXIV. 

Dans tout quadrilatère sphérique, inscrit ù un petit cercle, le point de ren- 
contre des diagonales, et les points de concours des côtés opposés, for- 
ment un triangle dans lequel chaque sommet est conjugué du côté opposé. 

(Voyez Th. XXV, Liv. III.) 

gnes, semblables et semblablement situés, c’est-à-dire deux polygones 
homothétiques, ont un centre de sipijlityde. 

L’ensemble de ces deux propositions prouve que deux triangles rec- 
tilignes, semblables et semblablement placés, sont deux figures homologiques 
ayant leur axe d’homofogie transporté à l'infini; de sorte que la simili- 
tude, ou plutôt l’homothétie, est un cas particulier de l'homologie. 

Si i'on passe des ligures planes aux figures sphériques, au moyen de 
la projection conique, on n'aperçoit plus aucune différence entre l’bo- 
motbétie et l’homologie : deux triangles rectilignes, soit homothétiques, 
soit homologiques, donnent toujours lieu à deux triangles sphériques, 
tels, que les points de concours d<c leurs côtés correspondants sont si- 
tués sur une circonférence de grand cercle. 

Par suite, la propriété dont jouissent deux polygones rectilignes ho- 
mothétiques, d'avoir ou centre de similitude ou d’homothétie, est rem- 
placée, quand on passe aux ügures sphériques, par uue propriété plus 
générale, énoncée dans le Théorème XXIII. 

Nous n’avons pas besoin d’ajouter que cette généralisation de la 
théorie du centre de similitude subsiste pour les figures planes. 

(Sur toutes ces questions, le lecteur peut consulter les beaux travaux 
de M. Chasles.) 
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THÉORÈME XXV. 

Dans tout quadrilatère sphérique complet , circonscrit à un petit cercle, 
chacune des diagonales est conjuguée du point d’intersection des deux 
autres. 

(Voyez Th. XXVI, Liv. III.) 

THÉORÈME XXVI. 

Si deux quadrilatères sphériques sont, l’un inscrit et l'autre circonscrit à un 
même petit cercle, de manière que les sommets du premier soient les 
points de contact des côtés du second : 1 0 les points de concours des 
côtés opposés de ces quadrilatères sont situés sur une même circonférence 
de grand cercle ; 2° les diagonales des deux quadrilatères se coupent en 
un même point, conjugué de cette circonférence; 3° les points de concours 
des côtés opposés du quadrilatère inscrit sont situés sur les diagonales 
du quadrilatère circonscrit. 

(Voyez Th. XXVII, Liv. III.) 

THÉORÈME XXVII. 

Dans tout hexagone sphérique , inscrit à un petit cercle , les points de con- 
cours des côtés opposés , pris deux à deux , sont tous les trois sur une 
circonférence de grand cercle. 

(Voyez Th. XXVIII, Liv. III.) 

THÉORÈME XXVIII. 

Dans tout hexagone sphérique, circonscrit à un petit cercle , les diagonales 
menées par les sommets opposés, pris deux à deux, se coupent en un même 
point. 

(Voyez Th. XXIX, Liv. III.) 
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THEOREME XXIX. 

Dans lont triangle sphérique, inscrit à un petit cercle, les points de concours 

des côtes avec les tangentes sphériques aux sommets opposés , sont situés 

sur une même circonférence de grand cercle. 

(Voyez Th. XXX, Liv. III.) 

THÉORÈME XXX. 

Par deux cercles AEB, CFD, traces sur une sphère, on peut généralement 
faire passer un cône. 

Soit BACD le grand cercle perpendiculaire aux deux cer- Fj G . 323. 
clés donnés; et soient AB, CD, les cordes suivant lesquelles 
ceux-ci se projettent sur le plan BACD. Les droites AC, 

BD, étant prolongées, se couperont généralement en un 
point S, qui pourra être considéré comme le sommet d’un 
cône oblique ayant pour base le cercle AEB. 

Cela posé, je dis que la courbe suivant laquelle ce cône 
coupera de nouveau la surface de la sphère, sera la circon- 
férence CFD. 

Prenons sur AEB un point quelconque M, et soit N le 
point où la génératrice SM du cône perce la surface de la 
sphère. Abaissons SP perpendiculaire à AB : cette droite 
sera la hauteur du cône. Enfin, joignons le point M au point 
P; puis, dans le plan MSP, élevons NQ perpendiculaire à 
SM. 

Le quadrilatère NMPQ, qui a deux angles opposés'droits, 
est inscriptible ; donc 

SP.SQ=SM. SN. 

Mais le rectangle des segments SM, SN est équivalent à 


Digitized by Google 



294 THÉORÈMES ET PROBLÈMES 

celui des segments SA, SC (Th. XII); l’égalité précédente 
équivaut donc à 

SP. SQ = SA.SC. 

Cette dernière exprime que le point Q est le pied de la per- 
pendiculaire abaissée du point C sur SP; done ce point Q 
est indépendant de la position du point N; donc la courbe 
d’intersection du cône et de la sphère donnée appartient à 
une autre sphère ayant QS polir diamètre, etc. 

Remarques. 1° Indépendamment du cône S, il en existe 
en général un autre, ayant pour sommet, ou plutôt pour 
centre, le point de rencontre S' des diagonales AD, BC. 

2° Si les deü* cercles AB, CD sont égaux, le côhe S se 
transforme en un cylindre qui est généralement oblique. 

5 B Les angles SÀB, SDC, qui mesurent les inclinaisons 
des plans AEB, CFD sur les génératrices opposées SA, 
SB, sont égaux, comme ayant même supplément. Pour 
cette raison, les sections circulaires AEB, CFD sont dites 
aMipar allèles. 

Fig. 324. 4° Prolongeons les cordes AB, CD, projections des deux 

cercles, jusqu’à ce qu’elles se coupent en un point G : ce 
point sera, sur le, plan du grand cercle BÀCD, la projection 
de l’intersection des plans des deux circonférences. Or, 
dans le quadrilatère inscrit ABCD, le point S est le pôle de 
la droite S'G (Th. XXV, Liv. III); et le pointS' est le pôle 
de la droite SC ; ainsi : 

Quand deux cercles sont situés sur une sphère, l' inter- 
section de leurs plans est confondue avec la droite suivant 
laquelle se coupent les plans polaires des sommets des deux 
cônes déterminés par ces cercles. 

Ou peut simplifier cet énoncé, en observant qüe, d’après 
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le théorème VII, cette dernière droite est réciproque de la 
droite SS'; donc, en résumé : 

Quand deux cercles sont situés sur une sphère , l'inter- 
section de leurs plans est la droite réciproque de celle qui 
joint les sommets des deux cônes déterminés par ces cercles. 

5° D’après la démonstration précédente, si un cône pé- 
nètre une sphère , et que la courbe d’entrée soit une 
circonférence, la courbe de sortie est pareillement une cir- 
conférence. 

6° SE, SM étant deux génératrices, qui rencontrent aux Fig. 323. 
points F, N la section antiparallèle du cône, on aura 
SM.SN=SE.SF. Ainsi, les points oU deux génératrices 
quelconques d'un cône rencontrent deux sections antiparal- 
lèles, sont les sommets d'un quadrilatère inscriptible. 

7° Il est évident, par la théorie des figures semblables, 
que tout plan parallèle à celui du cercle CF coupera le 
cône S suivant une circonférence. En particulier, si le 
cercle CD se réduit à un point, le cône a son sommet sur la 
sphère, et le plan du cercle CD devient tangent à cette der- 
nière surface, au sommet du cône. Donc, tout cône qui a 
pour base et pour sommet un cercle et un point île la sphère, 
est coupé suivant un cercle par un plan quelconque pa- 
rallèle au plan mené par le sommet, tangentiellement à la 
sphère. 
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THÉORÈME XXXI. 

Si un cercle variable I est langent à deux cercles AB , CD , tracés sur une 
sphère O : 

1® Les deux points de contact M, N appartiennent à une génératrice du 
cône déterminé par les cercles donnés; 

2® La circonférence de grand cercle passant par ces deux points coupc, 
sous un même angle , les circonférences données ; 

3® Toutes les circonférences de grands cercles ainsi déterminées se coupent 
en deux points fixes ou foyers F, G, situés sur le diamètre qui passe par 
le sommet S du cône. 

Fig. 325. Conservons les constructions employées dans le Théo- 
rème qui précède, et soit en outre SM'N' une génératrice 
du cône, différente de SMN. D’après l’avant-dernière re- 
marque, les points M', N, M, N' appartiennent à uue même 
circonférence, située sur la sphère. Si nous imaginons que 
la génératrice SM'N' se rapproche indéfiniment de la gé- 
nératrice SMN, cette circonférence, continuellement sé- 
cante à l'égard des cercles donnés, tendra vers une position 
limite IMN. En même temps, les prolongements des cordes 
communes M'M, N'N auront pour limites les tangentes 
MT, NT. 

La première partie du théorème se trouve ainsi démon- 
trée. 

D’un autre côté, le plan mené par le centre de la sphère 
et par les points de contact M, N, renferme le diamètre OS ; 
donc toutes les circonférences de grands cercles, telles que 
GMNF, se couperont aux extrémités G, F de ce diamètre. 
Eu outre, les tangentes à cette circonférence, aux points 
M, N feront, avec les tangentes MT, NT, des angles égaux 
entre eux. 
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En effet , le plan qui serait élevé par le milieu de MN, 
perpendiculairement à cette droite, serait un plan de symé- 
trie pour les tangentes égales MT, NT, pour le grand cercle 
GMNF, et enfin pour les tangentes en M, N à ce grand 
cercle. D’ailleurs , deux angles symétriques sont égaux ; 
donc, etc. 

Remarques. i° Si, au lieu de considérer le cône dont le 
sommet est extérieur à la sphère , on prenait le cône ayant 
pour sommet le point de rencontre des diagonales AD, BC, 
on arriverait aux mêmes conséquences. Ainsi, deux cercles 
tels que AB, CD , ont toujours quatre foyers, par lesquels 
passent les circonférences de grands cercles (*) également in- 
clinées sur les deux circonférences données. 

2° Ce qui vient d etre dit du grand cercle GMNF s’ap- 
plique évidemment à une circonférence quelconque , tracée 
sur la sphère , et passant par les points M, N. Ainsi, tout 
plan passant par le sommet du cône déterminé par deux 
cercles AB, CD situés sur la sphère, coupe cette surface sui- 
vant une circonférence également inclinée sur les deux 
autres. 

3° Réciproquement, toute circonférence qui coupe , sous 
des angles égaux , deux cercles de la sphère , a son plan 
passant par le sommet du cône déterminé par ces cercles. 


(■) M. Heegmann a proposé, pour ces circonférences de grands cer- 
cles, la dénomination de sécantes isogonales des cercles AB, CD. 
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THÉORÈME XXXII. 

Les sommets des cônes déterminés par trois cercles tracés sur une sphère et 
considérés deux à deux , sont trois à trois sur quatre droites situées dans 
un même plan. 

Supposons que sur une sphère O, on ait tracé trois cer- 
cles G, C\ C". Les deux cercles C, G' déterminent deux 
cônes S", / ; les deux cercles G', G" déterminent deux cônes 
S, s; enfin, les deux cercles C", C déterminent deux cônes 
S', s'. Admettons, pour fixerles idées, que les cônesS, S', S" 
aient leurs sommets extérieurs à la sphère. Je dis d’abord 
que ces sommets sont en ligne droite. 

Parmi tous les cercles qui toucheraient extérieurement 
les cercles G, C', considérons celui qui toucherait, extérieu- 
rement aussi, le cercle G". Soient m, m', m" les trois points 
de contact. La droite qui passe par deux quelconques de ces 
points passe aussi par le sommet correspondant. xVinsi, les 
trois sommets S, S', S" sont dans le plan du triangle 
mm'm". 

Pour une raison semblable, ces troissommets appartien- 
nent au plan du cercle nn'if qui toucherait intérieurement 
les cercles donnés. Donc les points S, S', S" sont situés 
sur une même droite. 

On verra de môme que les sommets S, s', s" sont en ligne 
droite; qu’il en est de même pour les sommets S', s’\ s, et 
encore pour les sommets S'", s, s’. Et puisque chaque som- 
met appartient à deux droites différentes, les quatre droites 
sont dans un même plan. (Voyez Th. XVII, Liv. VI.) 

Remarques. 1° La théorie qui vient d’être exposée est 
tout à fait analogue à celle des figures semblables. Les som- 
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mets S, s tiennent lieu des centres de similitude , externe et 
interne ; les droites SS'S", SsV', etc., remplacent les axes 
de similitude, etc. 

2° Considérons le cas particulier où les circonférences 
C, C', C" seraient perpendiculaires à un même grand cercle. 
Le plan de celui-ci coupera les trois cônes S, S', S" suivant 
six génératrices dont l'ensemble constituera un hexagone 
inscrit. Mais, ainsi que nous venons de le voir, les sommets 
S, 8', S* sont situés sur une même droite. Nous retrouvons 
dotlc lé théorème de Pascal. (Liv. 111, Th. XXVIII.) 

THÉORÈME XXXI11. 

Si detiX cônes ont un sommet commun S , et que leurs bases soient deux 
circonférences sécantes C, C f , tracées sur une sphère 0, l’angle sous lequel 
se coupent ces deux bases est égal à celui sous lequel se couperont les 
deux sections anliparallèles c, c\ situées sur la même sphère. 

Par les points d'intersection A, B des deux circonférences 
C, C', faisons passer deux génératrices SA, SB : elles per- 
ceront la surface de la sphère en deux points a, b qui seront 
évidemment ceux où se coupent les circonférences c, c'. 

Cela posé , imaginons , sur la surface de la sphère , un 
cercle y qui touche C, c aux points A, a. Ce cercle sera 
également incliné sur C', c' (Th. XXXI, Item. 2°) ; donc ces 
deux circonférences font, avec C, c, des angles respec- 
tivement égaux entre eux. 
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THEOREME XXXIV. 

Si deux conos ont pour bases deux circonférences sécantes C , C', tracées sur 
une splicre 0, et que leur sommet commun S soit un point de cette sur- 
face; tout plan P, parallèle au plan tangent T à la sphère en ce point S, 
coupera ces cônes suivant deux circonférences c,c' dont l’angle sera égal 
à celui des deux premières (*). 

Nous savons déjà (Th. XXX, Rem. 7°) que les sections 
faites dans les deux cônes, par le plan P, sont des cercles 
c, c' : il suffit doue de faire voir que l’angle sous lequel ces 
cercles se coupent , est égal à celui sous lequel se coupent 
les deux autres. 

Pour cela, imaginons, sur la surface de la sphère, deux 
circonférences y, -/, respectivement tangentes aux cercles 
G , C' en l’un A des deux points où se coupent ces cer- 
cles, et passant toutes les deux par le sommet S du cône. 
L’angle formé par les tangentes l, V à ces circonférences, 
au point S, sera évidemment égal à celui que font les tan- 
gentes en A , aux cercles donnés. D’ailleurs, le plan P est 
parallèle à celui des tangentes (, V ; et il est facile de voir 
que l’angle sous lequel se coupent les circonférences c, c' 
est égal à celui de ces dernières droites ; donc, etc. 

Remarque. Les théorèmes XXVIII et XXXII contiennent 
les propriétés sur lesquelles est fondée la projection stéréo- 
graphique, ou projection de Ptolémée. Ces propriétés sont 
les suivantes : 

(•) M. Heegmann, dont je reproduis presque intégralement le travail, 
considère ce théorème comme un cas particulier du précédent. J’ai 
pensé qu’une démonstration directe était nécessaire, du moins pour les 
commençants. (E. C.) 
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1° La perspective d’un cercle quelconque , situé sur la 
sphère, est un autre cercle; 

2° La perspective d'une figure sphérique très-petite est 
une figure semblable. 

THÉORÈME XXXV. 

Si un cône a pour base un petit cercle AB de la sphère 0 , et pour sommet 
un point S de cette surface, le centre de la section autiparallèle de ce cône 
est sur la droite qui joint le sommet au pôle P de la base. 

Soit ABSM le grand cercle passant par le sommet S du Fig. 326. 
cône, perpendiculairement à la base; soit AB la corde sui- 
vant laquelle se projette celle-ci : le pôle P de cette droite, 
par rapport au grand cercle, sera aussi le pôle du petit cercle 
AB, relativement à la sphère (Tlt. IV). Si, par ce point P, 
nous menons EPF parallèle à la tangente ST, cette droite 
EPF sera la projection de la section faite parallèlement au 
plan tangent en S , c’est-à-dire la projection d’une section 
antiparallèle. Le théorème sera donc démontré, si nous fai- 
sons voir que le point P est le milieu de EF. 

Or, les angles TSA, SAP sont égaux, comme ayant même 
mesure; et, à cause des parallèles, les angles TSA, PEA 
sont égaux; donc, dans le triangle PAE, PA=PE. Pour 
une raison semblable, PF=PB. Mais les tangentes PA, 

PB sont égales entre elles ; donc, etc. 

Remarque. Supposons que la droite SP soit fixe et que 
le point P se déplace : le cercle AB variera , mais de ma- 
nière que son plan passera constamment par la droite ré- 
ciproque de SP (Th. VII). I)e plus, cette droite réciproque 
sera projetée en I, à la rencontre de AB avec ST. On con- 
clut de là cette propriété remarquable : 
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Si des cônes, en nombre quelconque , ont pour sommet un 
point de la sphère, et que leurs bases soient des cercles de 
cette surface, se coupant suivant une droite située dans le 
plan tangent au sommet du cône; tout plan parallèle à 
celui-ci coupera tous ces cônes suivant des cercles concen- 
triques. 


THÉORÈME XXXVI. 

La somme des carrés dos segments formés par trois cordes qui se coupent 
rectangulaircmcnt deux à deux, en un même point, est égale à six fois 
le carré du rayon R de la sphère , moins deux fois le carré de la distance 
du centre au point M d'intersection des trois eordes. 

Fig. 327. Soit ABCD la section faite dans la sphère par le plan 
passant par Les cordes AB et CD : la troisième corde, que 
nous désignerons par EF, aura pour projection, sur le plan 
de la ligure, le point M. En même temps, le point I, centre 
du petit cercle ACBP, sera la projection du centre 0 de la 
sphère. 

Si nous menons le diamètre GH de ce petit cercle, nous 
aurons (Th. XL, Liv. III) : 

AM + BM + CM V DM== Gh! (1 ) 

Concevons maintenant le plan des deux droites EF, GII : 
il coupera la sphère suivant un grand cercle; et, comme 
ces droites sont deux cordes perpendiculaires, se coupant 
en M, nous aurons encore : 

ËM + FM V GM V HM==4 R*. (2) 

Actuellement, 

Gïf=(GM + IIM)*— GM VîImV2GM . HM , 
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ou, d’après le Théorème XII, 

GhL= GM + HM -+- 2 (R-h OM) (R — OM). (3) 
Si nous ajoutons, membre à membre, les équations (1), (2), 
(3), nous obtiendrons 

AM+BMWl+I^+^M+Flf=4li l +2 (R-fOM) (R-OM); 
ou entiu, en appelant $ la distance du point M au centre 
de la sphère, 

AM + BM V CM + DM +' ËM + FM=0R*— 2 

THÉORÈME XXXV, 

La somme des carrés de trois cordes qui se coupent reelangulairement deux 
à deux en un même point, est égale à douze fois le carré du rayon de 
la sphère, moins huit fois le earré de la distance du centre au point d'in- 
tersection des trois cordes. 

Si nous ajoutons; aux deux membres de l’égalité précé- 
dente, la quantité 

2 AM . RM +2 CM . DM + 2 EM . FM , 
nous obtiendrons d’abord 

(AM + BM)* + (CM + DM )*-+- (EM + FM)*= 
611*— 25» + 2 (AM . BM + CM . DM + EM . FM ) . 

Mais 

AM . BM=CM . DM=EM . FM=R* — 3*; 
donc AB + CD -+- ËF ==1 2 R* — 85*. 
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THÉORÈME XXXVII. 

On peut toujours construire, avec un cèté donné, un tétraèdre régulier. 

Fig. 328. Avec le côté donné, traçons un triangle équilatéral ABC. 

Par le centre O de ce triangle, élevons une perpendiculaire 
indéfinie , et prenons sur cette droite un point D tel , que 
AD = AB. Menons ensuite BD et CD. 

Le tétraèdre ABCD est régulier, car toutes ses arêtes 
sont égales entre elles. Donc, etc. 

THÉORÈME XXXVIII. 

On peut toujours construire, avec un côté donné, un hexaèdre régulier. 

Fig. 329. Avec le côté donné, construisons un carré ABCD. Éle- 
vons, sur les côtés de ce carré, des plans qui lui soient per- 
pendiculaires ; puis coupons ceux-ci par un plan EFGH 
parallèle à ABCD, et qui en soit distant d’une quantité 
AE=AB. Nous obtiendrons ainsi un cube, c’est-à-dire un 
hexaèdre régulier. 

THÉORÈME XXXIX. 

On peut toujours construire, avec nn côté donné, un octaèdre régulier. 

Fig. 330. Avec le côté donné, traçons un carré ABCD. Élevons, 
par le centre 0, la perpendiculaire EF au plan ABCD, et 
prenons OE = OF = OA. Joignons enfin les points E, F 
aux sommets du carré. La figure ABCDEF sera un octaèdre 
régulier. 

En effet, la droite EF est l’axe du cercle circouscrit au 
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carré ABCD; donc EA=EB=...AB. Ainsi, toutes les 
faces de l’octaèdre sont des triangles équilatéraux, égaux 
entre eux. 

De plus, les angles polyèdres sont égaux; car, si nous 
considérons , par exemple, les angles A , E , nous voyons 
qu’ils appartiennent aux deux pyramides régulières ABEDF, 
EABCD. Ces deux pyramides sont évidemment superposa- 
bles, comme ayant même base et même hauteur. Donc, etc. 

THÉORÈME XL1. 

On peut toujours construire, avec un côté donné, un dodécaèdre régulier. 

Avec le côté donné, formons des pentagones réguliers, 
égaux entre eux. Assemblons trois de ces pentagones, de 
manière que leurs plans déterminent un angle trièdre ayant 
pour sommet le point A (fig. 551). Les faces de cet angle 
étant égales, les angles dièdres qu’elles forment seront 
égaux entre eux. Conséquemment, les angles trièdres B. 
A sont égaux, comme ayant un augle trièdre égal, compris 
entre deux faces égales chacune à chacune, et semblable- 
ment disposées. Donc les deux droites BH, BC forment 
entre elles un angle égal à ABC. 

Il résulte de là qu’après avoir assemblé, autour du point 
A , trois de nos pentagones réguliers , nous pourrons en 
apporter un quatrième dans l’angle HBC, puis un cinquième 
dans l’angle K.CD, etc. Nous obtiendrons ainsi une surface 
polyédrale, ouverte suivant le contour FGHI... 

Actuellement, construisons une autre surface égale à la 
première (fig. 552), et rapprochons ces deux figures, de 
manière que l’angle rentrant Imn coïncide avec l’angle sait- 
lant FGH, Alors l’angle trièdre G sera égal à chacun des 

20 
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angles irièdres A. 13 *t l'angle dièdre ayant tnitp, OHB 

pour faces* et dont GII est l’arête* sera égal à l’angle 
dièdre ayant pour faces GUI. GHB, et pour arête GH. 
Donc np coïncidera avec Hl* puis pq avec 1K, etc. 

On voit ainsi que l'ensemble des deux surfaces poiré» 
dralea déterminera une ligure fermée ayant pour faces douze 
pentagones réguliers égaux, et dont les angles polyèdres 
sont égaux entre eux. Cette figure est donc un dodécaèdre 
régulier. 

THÉORÈME XLI1. 

On peut toujours construire , avec un côté donné , nu icosaèdre régulier. 

Avec le côté donné, construisons un pentagone régulier 
MNPQR (fig. 333). Par le centre O élevons, au plan du 
pentagone, une perpendiculaire OS telle, que MS—MN. 

Joignons le point S à tous les sommets du pentagone : 
nous obtiendrons ainsi une pyramide régulière dont les 
faces seront des triangles équilatéraux égaux entre eux. 

Soit maintenant (fig. 534) le triangle, équilatéral ABC, 
dont le côté est égal à MN. 

Construisons, en chacun des sommets de ce triangle, 
une pyramide égale à S, en prenant, pour l'une des faces 
de cette pyramide, le triangle ABC* 

Il est facile de voir que nous déterminerons ainsi une 
surface polyédrale , ouverte suivant DEFGHI , et dans la- 
quelle l’angle rentrant DEF est égal à l’angle saillant EFG, 
attendu que chacun d’eux est égal à l’angle EAG. 

Si donc nous concevons une seconde surface égale à la 
première, nous pourrons faire coïncider ces deux figures 
suivaut leurs bords, etc 
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THÉORÈME XL111. 

Il n’existe que cinq espèces de polyèdres réguliers. 

Chaque angle d’un polyèdre régulier se forme en assem- 
blant, autour d’un même point, plusieurs polygones régu- 
liers égaux. Nous avons vu qu’en assemblant des triangles 
équilatéraux trois à trois, quatre, à quatre, cinq à cinq, on 
obtient le tétraèdre, l’octaèdre et l’icosaèdre; qu’en assem- 
blant des carrés trois à trois, on obtient l’hexaèdre; enfin, 
que des pentagones réguliers, réunis trois à trois, donnent 
le dodécaèdre. 

Si l’on réunissait autour d’un même point six triangles 
équilatéraux, la somme des angles plans ayant ce point 
pour sommet commun, serait égale à quatre droits; donc 
ces six angles ne peuvent donner lieu à un angle polyèdre. 
À plus forte raison, ne produira-t-on pas un pareil angle 
en assemblant plus de six triangles équilatéraux. 

Le même raisonnement fait voir qu’on ne peut pas ob- 
tenir d’angle polyèdre en réunissant plus de trois carrés , 
ou plus de trois pentagones réguliers, ou un nombre quel- 
conque de polygones réguliers dans lesquels le nombre des 
côtés surpasserait cinq. Bonc, etc. 

THÉORÈME XL1V. 

Tout polyèdre régulier est, 1° inscriplible à une sphère, 2° circonscriplible 
à une sphère. 

1° Considérons deux faces adjacentes A, B, et l’arête 
qui leur est commune. Menons, par les centres de ces faces, 
des perpendiculaires sur leurs plans respectifs, et des per- 
pendiculaires à l’arête. Les deux dernières se coupent au 
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milieu de cette droite; donc les perpendiculaires aux deux 
faces sont situées dans un même plan , perpendiculaire au 
milieu de l’arête commune ; donc elles se rencontrent en 
un point O . également éloigné de tous les sommets des 
faces A. B; et elles forment, avec les deux autres perpendi- 
culaires, un quadrilatère ayant deux angles droits. 

Soit actuellement une troisième face C, adjacente à l’une 
des deux premières; si l’on répète, sur celle-ci et sur la 
face C, la construction précédente, on obtiendra un point 
0' coïncidant avecO, attendu que les deux quadrilatères 
sont égaux. 

Il résulte de là que le point 0 est également distant des 
sommets de A, B, C. En continuant, on verra qu’il est éga- 
lement distant de tous les sommets; donc ce point est le 
centre d’une sphère circonscrite à un polyèdre régulier. 

2° D’après ce qui vient d’être dit, le point 0 est égale- 
ment distant de deux faces adjacentes quelconques, et, par 
suite, également distant de toutes les faces. Donc ce point 
est le centre d’une sphère inscrite au polyèdre. 

Remarques sur les polyèdres réguliers. Désignons , 
comme dans le Livre VI, par F, S, A le nombre des faces, 
le nombre des sommets et le nombre des arêtes d’un po- 
lyèdre. Nous aurons les valeurs suivantes ; 

Tétraèdre régulier : F= 4, S = 4, A= 6; 

Hexaèdre régulier : F= 6, S= 8, A=12 ; 

Octaèdre régulier : F= 8, S= 6, A=12; 

Dodécaèdre régulier : F =12, S =20, A =50; 

Icosaèdre régulier : F=20, S=12, A=50. 

On voit , à l’inspection de ce tableau , que l’on passe de 
l’hexaèdre à l’octaèdre, en remplaçant le nombre des faces 
par le nombre des sommets, et vice versa. Ces deux po- 
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lyèdres sont donc , en quelque sorte, conjugués. Il en est 
de même à l’égard du dodécaèdre et de l'icosaèdre. Quant 
au tétraèdre , comme ce corps a autant de faces que de 
sommets, il s’ensuit qu’il est son conjugué. 

Cette considération des polyèdres réguliers conjugués 
parait justifiée par la proposition suivante, que nous uous 
contenterons d’énoncer. 

THÉORÈME XLV. 

1° Les centres des faces d’an polyèdre régulier sont les sommets d’un autre 
polyèdre régulier, conjugué du premier ; 
î° Les sommets d’un polyèdre régulier sont les centres des faces d'un autre 
polyèdre régulier, conjugué du premier. 

THÉORÈME XLVI. 

Les milieux des arêtes d’un tétraèdre régulier sont les sommets 

d’un octaèdre régulier. 

THÉORÈME XL VII. 

A tout hexaèdre régulier on peut inscrire un tétraèdre régulier, dont les 
sommets et les arêtes appartiennent aux sommets de l’hexaèdre et aux 
diagonales de ses faces. 

A l’inspection de la figure, on reconnaît que les sommets 
B, D, G, E de l’hexaèdre sont ceux d’un tétraèdre régulier. Fig. 335. 

Remarque. Indépendamment de ce premier tétraèdre in- 
scrit, il y en a un autre, dont les sommets II, F, A, C sont 
respectivement opposés aux premiers. Ces deux tétraè- 
dres sont placés symétriquement par rapport au centre de 
l’hexaèdre. 
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THÉORÈME XLVJII. 

A loul dodécaèdre régulier on peut inscrire un hexaèdre régulier, dont les 
sommets et les arêtes appartiennent aux sommets du dodécaèdre et anx 
diagonales de ses faces. 

Reportons-nous à la construction indiquée ci -dessus 
ig. 536. (Th. XLl), et soit AB...PQ l’une des deux surfaces polyé- 
drales ouvertes dont l'ensemble constitue celle du dodé- 
caèdre régulier. Menons, dans les pentagones AH, AC, 
AP, Bl, les diagonales FH. EC. FE, HC : nous formerons 
fûusi un quadrilatère FHCE ayant ses côtés évidemment 
égaux. De plus, les deux diagonales FH, EC, parallèles à 
AB, sont parallèles entre elles; et chacune d'elles est di- 
visée eu deux parties égales par le plan élevé perpendicu- 
lairement au müieu de AB; d où l’on conclut que les angles 
F, II, C, E sont droits. Donc FHCE est un carré. 

Menons CL, EN, LN : la figure ECLN sera un carré 
égal au premier. En effet, l’angle trièdre CEDL est égal, 
évidemment, à l’angle trièdre CHBL; donc la face ECL 
sera égale it HCL ; etc. 

Si nous considérons actuellement la seconde moitié de 
la surface du dodécaèdre, nous pourrons répéter les mêmes 
constructions, en choisissant, parmi les diagonales, celles 
qui aboutissent aux sommets F, H. L, N. Nous aurons, 
sur chacune des deux parties de la surface du dodécaèdre, 
six arêtes d’un même cube; donc, etc. 

Remarque. Chaque diagonale, telle que EG, prise arbi- 
trairement sur une face ABCDE du dodécaèdre, détermine 
un hexaèdre inscrit. Le nombre des hexaèdres réguliers 
inscrits à un dodécaèdre régulier donné est donc égal au 
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nombre des diagonales d’un pentagone, c’est-à-dire égal 
à cinq. 

PROBLÈME l. 

Étant donnée une sphère solide, trouver sou rayon ('). 

PROBLÈME II. 

D’un point donné, routine pôle, décrire une circonférence de grand cercle. 

PROBLÈME III. 

Tracer une circonférence de grand cercle passant par deux points donnés, 

PROBLÈME IV. 

D’un point donné, mener un arc de grand cercje perpendiculaire 
à un arc donné. 

PROBLÈME V. 

D’un point donné, mener un are de grand cercle coupant, sous un angle donné, 
la circonférence d’un grand cercle donné. 

PROBLÈME VL 

Diviser, en deux parties égales, nu arc de cercle donne. 

PROBLÈME VII. 

Diviser, en deux parties égales, l’angle formé par deux arcs 
de grands cercles donnés. 

PROBLÈME VIII. 

X tin triangle sphérique donné , circonscrire une circonférence. 

(*) Les Problèmes dont nous ivindiqnon.- que les énoncés se résol- 
vent très-aisément, soit d’une manière directe, soit par la comparaison 
avec les Problèmes traités dans les Ljvrus U et III. 
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PROBLÈME IX. 

A un triangle sphérique donné , inscrire une circonférence. 

Remarque. Trois plans menés par le centre d’une sphère 
déterminent en général, sur sa surface, hait triangles. Par 
conséquent, si l'on propose de tracer une circonférence 
tangente à trois circonférences de grands cercles données, le 
problème admet huit solutions. 

PROBLÈME X. 

Construire un triangle sphérique, connaissant deux cotés et l’angle compris. 

PROBLÈME XI. 

Construire un triangle sphérique, connaissant deux côtés et l’angle opposé 
à l’un d’eux. 

PROBLÈME XII. 

Construire un triangle sphérique , connaissant ses trois cotés. 

PROBLÈME XIII. 

Construire un triangle sphérique , connaissant un côté 
et les deux angles adjacents. 

Au moyen du triangle polaire, on ramène ce problème 
au Problème X. La même considération permet de ré- 
soudre les deux questions suivantes. 

PROBLÈME XIV. 

Construire un triangle sphérique , connaissant deux angles et le côté 
opposé à l'un d'eux. 

PROBLÈME XV. 

Construire un triangle sphérique, connaissaut scs trois augles. 
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PROBLÈME XVI. 

Par un point donné , mener un arc de grand cercle langent 
à un pelil cercle donné. 

PROBLÈME XVII. 

D'un point donné, comme pôle, décrire un cercle tangent à un cercle donné. 

PROBLÈME XVIII. 

Tracer une circonférence de grand cercle tangente 
à deux petits cercles donnés. 

Remarque. La solution de cette question est tout à fait 
semblable h celle de ce problème de Géométrie plane : 
Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

PROBLÈME XIX. 

Tracer une circonférence tangente à deux cercles donnés, et ayant 
un rayon sphérique donné. 

Remarque. Ce problème admet, en général, huit solu- 
tions. 

PROBLÈME XX. 

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A, B, 
cl qui louche un cercle donné C. 

Par les deux points donnés faites passer une circonfé- 
rence quelconque, coupant en I), E la circonférence du 
cercle donné. Tracez les sécantes sphériques AB, DE; et, 
du point F, où elles se coupent, menez, au cercle C, des 
tangentes sphériques FG, FG' : les points G, G' seront les 
points où les deux circonférences qui satisfont à la question 
touchent la circonférence donnée. 

Voyez Prob. XXXIV, Liv. III. 
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PROBLÈME XXI. 

Décrire une circonférence qui passe par un point donné, et qui touche 
deux arcs de grands cercles donnés. 

Voyez Prob. XXXV, Liv. III. 

PROBLÈME XXII. 

Décrire une circonférence I, qui passe par un point donné A, et qui touche 
deux petits cercles donnés B, G. 

Nous savons (Th. XXXI) que l’arc de grand cercle mené 
par les points de contact inconnus M, N, passe par les 
foyers F, G des deux cercles donnés. Nous savons aussi que 
ces foyers sont les points où vont concourir les arcs de 
grands cercles, également inclinés sur les circonférences 
B, C. 

Conséquemment . si les cercles donnés sont extérieurs 
l'un à l’autre, ou s’ils se coupent, nous leur mènerons deux 
tangentes sphériques communes (Prob. XVIII), lesquelles 
se rencontreront aux foyers cherchés. 

Si les circonférences B, C sont intérieures l’une à l’autre, 
prenons les points K, L. où elles sont respectivement ren- 
contrées par l’arc de grand cercle qui joint leurs pôles; 
puis, par les points K. L, faisons passer une circonférence 
quelconque coupant B, Caux points K', L' : l’arc de grand 
cercle K'L' passera par les deux foyers (Th. XXX et XXXI). 

Ces points, qui remplacent les centres d’homothélie de 
deux cercles situés dans un même plan, étant déterminés, 
la question s’achève aisément. 

Voyez Prob. XXXVI, Liv. III. 
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PROBLÈME XXIII. 

Décrire une circonférence tangente à trois petits cercles donnés. 

Première solution. Le problème se ramène à celui qui 
précède. (Voyez Prob. XL, Liv. III, première solution.) 

Seconde solution. Pour ne pas compliquer les construc- 
tions, servons-nous de la figure 178, relative au cas où les 
circonférences étaient dans un même plan. Cette figure 
plane n’est, en aucune façon, la projection de la figure 
sphérique, mais elle permettra au lecteur de se représen- 
ter. avec plus de facilité , des constructions qui devraient 
réellement être effectuées dans l’espace. 

Soient donc A, B, G trois petits cercles situés sur la sur- 
face d’une sphère donnée; et, parmi les huit circonférences 
qui peuvent satisfaire à la question, considérons abc, qui 
touche extérieurement ces cercles, et a'b'c', qui les touche 
intérieurement. 

J^a droite aa', menée par les points de contact du cercle 
A avec les cercles cherchés, est une génératrice d» cône 
(abc, a'b'c 1 ) déterminé par ceux-ci (Th. XXXI). De même 
pour bb' et pour ce'. Ainsi, ces droites concourent en un 
même point o, centre ou sommet de ce cône. Et comme 
ces droites sont des cordes de la sphère, nous avons 
oaXoa'—obXob'—ocXoc (Th. XII); d’où il résulte encore 
que le sommet o est en même temps le point où se coupent 
les plans des cercles donnés (Th. XV). Si l’on suppose ce 
point o joint au centre de la sphère par une droite, celle-ci 
percera la surface sphérique en un point F (non représenté 
sur la figure) , lequel sera tout à la fois l’un des foyers des 
cercles cherchés (Th. XXXI) , et le point d’où l’on peut 



316 


THÉORÈMES ET PROBLÈMES 


mener, aux circonférences A, B, C, des tangentes sphéri- 
ques égales (Th. XVII). 

Les sommets m, m', m" des cônes (A, B), (B, C), (G, A) 
sont situés sur la droite suivant laquelle se coupent les 
plans des cercles abc, a'b'c' (Th. XXXII) ; et cette droite 
est le lieu des points d’égale puissance par rapport à ces 
cercles (Th. XV). Donc les tangentes en a et en a' doivent 
se couper en un point x situé sur cette ligne ; et il eu est 
de même pour les tangentes aux points b, b', et pour les 
tangentes aux points c, c'. 

La polaire du point x, relativement au cercle A , est la 
corde de contact aa'; donc le pôle p de mm'm" doit se 
trouver sur cette corde. 

On conclut de là, par le principe de la projection coni- 
que , que le point conjugué de la circonférence de grand 
cercle mm'm", relativement au cercle directeur A, est situé 
sur la circonférence de grand cercle passant par les points 
de contact a, a'. 

Donc, 1° Construisez les foyers des cercles donnés, pris 
deux à deux; 2° tracez la circonférence de grand cercle 
passant par trois de ces foyers ; 5° cherchez les points con- 
jugués de celte ligne, par rapport à chaque cercle; A 0 joi- 
gnez , par des arcs de grands cercles, ces points conjugués 
au point F, d oit l'on peut mener , aux cercles A, B, C, des 
tangentes sphériques égales : les intersections de ces arcs 
avec les circonférences données seront les points de contact 
cherchés. 

(Voyez Prob. XL, Liv. III.) 
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PROBLÈME XXIV. 

Quel est le lien géométrique des sommets C des triangles sphériques con- 
struits sur une hase donnée AB, et dans lesquels la différence entre la 
somme des angles à la hase et l’angle au sommet est constante? 

Soit P le pôle du petit cercle passant par les sommets 
A , B, C. Si nous menons les arcs de grands cercles PA, Fig. 537 
PB, PG. nous décomposerons le triangle ABC en trois 
triangles isoscèles. Or, E étant l’excès donné, et a, (3, y 
étant les angles à la base dans ces trois triangles, l’égalité 
CAB + CBA — ACB=E équivaut à 

(3 + y+«+y — (|3 + flc) = E; d'où y—\, E. 

Ainsi , le triangle isoscèle APB est déterminé, c'est-à-dire 
que le lieu cherché est l’arc de petit cercle dont P est le 
pôle, et qui passe par les extrémités A, B de la base 
donnée. 

PROBLÈME XXV. 

Quel est le lieu géomélrique des sommets C des triangles sphériques 
de même hase AB et de même surface ? 

En représentant par m le rapport du triangle ABC au Fie. 338. 
triangle trirectangle, et en prenant pour unité l’angle droit, 
nous aurons 

A + B + C — 2 =m. 

Prolongeons les côtés AC, BC jusqu'à ce qu’ils rencon- 
trent la circonférence ABA'B' aux points À', B'; nous for- 
merons un triangle A'B'C, dans lequel les angles A', B' 
sont les suppléments respectifs des angles A, B. L’égalité 
précédente devient donc 
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2 — A'+2 — B'+C — 2=m, 
ou A'+B' — C=2 — rn. 

Ainsi, la différence entre l’angle C et la somme des angles 
A', B' est constante; donc le point C décrit un arc de petit 
cercle passant par les points A', B'. C’est-à-dire que le 
lieu géométrique des sommets des triangles sphériques de 
même base et de même surface est un arc de petit cercle 
passant par les points diamétralement opposés aux extré- 
mités de la base (*). 


PROBLÈME XXVI. 

Étant donné le côté c d’un polyèdre régulier, trouver le rayon R de la sphère 
circonscrite et le rayon r de la sphère inscrite. 

r . 

Tétraèdre t Les perpendiculaires abaissées des sommets 
339. A, D, sur les faces opposées, se coupent en un point O, 
situé aux trois quarts de chacune d’elles , à partir du som- 
met correspondant (Th. XIV, Liv. VI). D’ailleurs, ce point 
O est le centre commun de la sphère inscrite et de la sphère 
circonscrite. ; ainsi R=5 r. De plus , dans le triangle rec- 
tangle OGD, DU — OG=GD, 



Ces deux équations donnent 

R=J c /6. r =$ c V 6. 

Hexaèdre. On a évidemment 

R = i c /3, r=îc. 

(*) Cette proposition est connue sous le nom de Théorème de Lexelt. 
La démonstration ci-dessus, remarquable par sa simplicité, a été donnée 
d'abord par M. Sleiner. (Voyez Journal de Liouville , tome VI.) 
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Octaèdre. Les trois droites OA, ÛB, OC sont perpen- F ,G - 540. 
diculaires entre elles et égales à B. Donc 

C =R/2, R— 

Si nous menons OG perpendiculaire à ABC, cette droite 
sera le rayon de la sphère inscrite à l'octaèdre, et nous 

aurons, comme ci-dessus, R s — r ï =qC I ; d’où 

C 

r== w 

dodécaèdre. Dans un pentagone régulier ABCDE dont c Fig. 541. 
est le côté, menons le rayon OB=R'etla diagonale AC=ri. 

D’après le Théorème I du Livre IV, le côté c est égal à la 
plus grande partie de la diagonale d, partagée en moyenne 
et extrême raison; donc 

c=\d(^ 5—1). 

Cela posé, assemblons trois triangles égaux à ABC. Nous 
obtiendrons un tétraèdre C ABU (fig. 342), dans lequel 
l’angle trièdre B sera l’un de ceux du dodécaèdre (Th. XLI). 

Si donc nous abaissons BLI perpendiculaire à CAR, si sur 
BF nous prenons BO=R', et si enfin nous menons 01 per- 
pendiculaire à ABC, le point I sera le centre du dodécaèdfè. 

Les deux triangles BLF, BOI donnent 

BF FL BF FL 

ni 01 ’ 0U R r ■ 

Pour évaluer le rapport de BF à FL, observons que 

BF=|/ ÂB— Af’=[/ c 4 — 
et que FL— |FH=jd|/3. 
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Doue 


R 

r ' 




■ !, 


dV 3 


puis, en remplaçant c par sa valeur : 


^= K ( v-i— il'- 1=^ 5 ( 5 — 8^5): 

3 1 " 3 

Le triangle BOI donne ensuite 

M*— 01 = 50*, ou R* — r , =R'\ 

Le rayon R' du cercle circonscrit au pentagone régulier 

2 G 

a pour valeur ÿ --- : la dernière équation devient 
donc, en vertu de la précédente : 

( 14 - 6 ^ 5 )^=^. 

, C* c* C*(25-4-tl \/& 

ou r — -= = — - . 

(7— 3V/5)(5 — t/â) 50 — 22 V;> *0 

Nous aurons donc r=\c ^/' — v/,> ; 
et, par suite, R=| c(|/ 15+{/o). 


Icosaèdre. Construisons, avec c pour côté, un pentagone 
régulier ABCDE (fig. 543). Prenons ce pentagone pour 
base d’une pyramide régulière ayant G pour sommet, et 
dans laquelle l’arête aussi soit égale à c. Enfin, par le 
centre 1 du triangle équilatéral AGB , élevons , au plan de 
ce triangle, la perpendiculaire 10, coupant en 0 la hauteur 
GF. Le point 0 sera le centre de l’icosaèdre. 

Cela posé , si nous abaissons GI1 perpendiculaire à AB, 
et si nous menons HF, les deux triangles GIO, GI1F don- 

. GO 10 

neront FH . 
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Or, GO=R, 10— r, GII =\cV%. 
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De plus, la droite HF, apothème du pentagone régulier 

ABCDE, a pour expression ^ cp===. 

Eu remplaçant donc les lignes par leurs valeurs, dans 
la proportion ci-dessus, nous obtiendrons 


it y/3 1/10—21/5 

r 1/5-t-t 


Nous avons aussi, comme précédemment, 


R* — r»=IO=? 


c\ 


Ces deux équations donnent, par un calcul facile, 

R=]c | /^. 


1 3+V/5 

r =4 c -7T 


PROBLEME XXVII. 


Connaissant le rayon R d’une sphère, trouver le côté c d’on polyèdre régulier 
inscrit, et le rayon r de la sphère inscrite à ce polyèdre. 


Si l’on résout, par rapport à c et à r, les formules trou- 
vées dans le problème XXVI, on arrivera aux résultats sui- 
vants : 

Tétraèdre. c=*RFl5, r=^R. 

Hexaèdre. c=* R r —\ R 1^3 . 

Octaèdre. c=R|/2, r=jRFl5. 

Dodécaèdre . c. = r. R ( t/f5_ ) , r = R J/ — ‘ 

Icosaèdre. c=\[/ 10(5 — 1/5), r= 

Remarque. Le rayon de la sphère inscrite ayant la même 

21 
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valeur pour le dodécaèdre et pour l’icosaèdre, on voit que, 
si ces deux polyèdres sont inscrits à une même sphère, 
ils seront circonscrits aussi à une même sphère. La même 
propriété subsiste pour l’hexaèdre et. l’octaèdre. Ces deux 
résultats confirment ce que nous avolfs dit sur les polyè- 
dres conjugués. 

PROBLÈME XXVIII. 


Connaissant le rayon R d’une aphère, trouver l'aire A et le volume V 
d’un polyèdre régulier inscrit à celle sphère. 

Nous venons d’exprimer, en fonction de R, le côté c du 
polyèdre régulier; si donc nous désignons par a l’aire de 
chacune des faces, nous trouverons, par les formules con- 
nues (*), les valeurs suivantes : 

T étraèdre. a=lcV3=\ \ f %. ;R*=?R s r3; A=\ IV /3. 
Hexaèdre . o= c 5 == ^ R 8 ; A — 8 RL 

Octaèdre. a=\cV 3=ÎRV3: A=4R ! /3. 

n 5 , v/5+i 5 .j, (Vi-h 1) (3 — t/5) 

Dodécaèdre. a=-, c - r ^ - — -lt -7 7 —p — = 

4 y 10-21/5 0 K 10-21/5 

= |ll 2 tX 10(5 — A= 2 R* J/ 1 0 (5 — PÜ). 

Icosaèdre. a=j c * ^ ~To R* (5 L 3 — \f \ 5) ; 

A = 2 R 1 (5/3— PTS). 

Multiplions actuellement la valeur de A par | r; nous 
aurons le volume Y du polyèdre, savoir : 

Tétraèdre. Y^RVSxJR^ RV3. 


(*) Éléments de Géométrie, Liv. IV. 
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Hexaèdre. V=8R i X-R» / 3-=®R 5 l' 3. 

j» 

Octaèdre. V=4R J /5. X jRl 3 = jH\ 

Dodécaèdre. V= 2 R*|/ 10 (5-/5) XjR |/ 

= J R» 1/30(3 + 1/5). 

Icosaèdre. V=2 R s (5 /3— /Î5) X ‘ R 
=5R 3 l/lO+2^. 

PROBLÈME XXIX. 

Une sphère variable S se meut eu touchant continuellement trois sphère* 
fixes A, B, C, données de grandeur et de position. Quelle est la combe 
décrite sur chacune de celles-ci par son point de contact avec la sphère 
mobile? 

*. » •• , 

Soient a, b, c les points où la sphère S, considérée daus 
l’une quelconque de ses positions, touche respectivement 
les sphères A, B, C; et, pour liscr les idées, supposons 
que celles-ci soient, deux à deux, extérieures l’une ù l'au- 
tre, et que la sphère S les touche extérieurement. 

Le point a est évidemment le centre de similitude inverse 
des sphères S, À ; de même, b est le centre de similitude 
inverse des sphères S, B; donc la droite, ab passe par le 
centre de similitude directe des sphères A, B. (Liv. III et 
Liv. VI.) 

Pour la même raison, la droite bc passe par le centre de 
similitude directe des sphères B, C , et la droite ca passe 
par le centre de similitude directe des sphères C, A. Doue 
le plan des trois points de contact a, b, c passe par l’axe 
de similitude directe des sphères données. Il est évident. 
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en outre, que ce plan coupera les quatre sphères suivant 
des cercles tels, que celui qui appartient à S - touchera les 
trois autres. 

Soient (fig. 178) abc, a'aa", bb'b" , cc'd’ ces quatre 
cercles. Soient, de plus, m, m\ m" les centres de simili- 
tude dont il vient d'être question : ces points seront, en 
même temps, les centres de similitude des trois derniers 
cercles, considérés deux à deux. 

Le point de contact a est sur la droite qui joint le centre 
radical o de ces mêmes cercles au pôle p de leur axe de 
similitude, ce pôle étant relatif au cercle aa'a" (Liv. III, 
Prob. XL). Or, le lieu décrit par le point p, quand le plan 
de la figure tourne autour de l’axe mm'm", est la droite 
réciproque de cet axe (Th. X); et, d'un autre côté, il est 
clair que le lieu du centre radical o est l’axe radical des 
sphères A, B, C. Conséquemment, le lieu du poiut a est 
la circonférence suivant laquelle le plan de ces deux droites 
coupe la sphère À. 

Les mêmes raisonnements s’appliqueraient aux lieux dé- 
crits par les points b et c. On a donc ce théorème : 

Quand une sphère variable S se meut en touchant conti- 
nuellement trois sphères fixes A, B, C, le lieu décrit sur 
chacune de celles-ci par son point de contact avec la pre- 
mière sphère, est un petit cercle dont le plan est perpendi- 
culaire à celui qui contient les centres des trois sphères 
données (*). 

(•) Celte propriété remarquable a été découverte par Dupuis, ancien 
élève de l'École Polytechnique, mort au commencement de ce siècle. 
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LIVRE VIII. 


PROBLÈME I. 

Un demi-décagone régnlier, dont le côté est c, tonrne autour du diamètre 
du cercle inscrit. Quel est le volume V du corps engendre! 

Ce corps se compose de celui qui est engendré par le 
secteur polygonal régulier OBCDEFO, augmenté des deux Fig. 344. 
cônes engendrés par OAB et OGF. 

Or, 

vol. 0 B...F 0 = 27 r 0 Ax 20 AX 50 A=^ÔA*. 

J o t 

vol. OAB=vol. OGF tt AB. OA; 
donc , en appelant a l’apothème OA, nous aurons 
V= j jt a s + 571 ac*. 

Dans le décagone régulier , le rapport de l’apothème au 
côté est égal à ’ J/5+2l/5; donc 

V— TTC» [ 2 (5 -F 2 |/S)+ 1] \/h + ÏVÏ> = 

= 4 nC, ( 11 +4K5)j/5+2»^6; 

ou, en effectuant, 

V = j^ TTC* J/1885 4 - 8421/5. 

L’expression du volume , en fonction de l’apothème a , 
serait bien moius compliquée. Eu effet, 

« 
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v = §™ 8 + i = î*a*+ s wa *( 5 - 2: T5), 

ou V=,* Tto* (15-2 /B). 

PROBLÈME II. 


A une demi-dreonférenee ADB, on mine une tangente DC; après quoi l'on 
fait tourner la ligue AFDC autour de ABC. Comment doit-on prendre la 
tangente pour que la surface conique engendrée par celte droite ait un 
rapport donné m avec la surface de la zone engendrée par AFD! 

Fu». 345. D’après l’énoncé, on doit avoir 


Ci». UE 


■m, 


iK.At! 

R étant le rayon de la sphère. 

Menons le rayon OD : les triangles CDE, DOE donneront 

CD Dt j* * «i» n Dfc. • 

ÔD ÔË’ ^ 0U ^ ^ÔÊ> 


puis 


DK 

2AÉ.OE 1 


■ m. 


Mais DE=AE . BE; donc 

be m 

UE 2‘ 

Il faut donc, pour résoudre le problème , partager le rayon 
OB en deux segments BE, OE, dont 1e rapport soit la moitié 
du rapport donné, etc. - , , . .. 


PROBLÈME III. 

Quelle est f étendue A de la partie de la surface du globe, visible pour 
un aéronaute [lacé à une hauteur h au-dessus de celle surface? 

Si l’on conçoit ttti cône DCG circonscrit à la sphère ter- 
Fig. 345. restre O, et dont le sommet G soit l’œil de l’observateur, 
le petit cercle DG séparera la zone visible DBG de la zone 
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invisible DAG. Nous aurons donc, en désignant par R ie 
rayon de la terre, et par x la hauteur BE de la zone cher- 
chée, 

A— 2 -Ræ. 

Menons le rayon OD ; nous aurons aussi, dans le triangle 
rectangle CDO : 

R r = (R— ‘Z) (R-h h). J 

R/i 

Cette équation donne x= ; 

d’où A=2:rR/i^“. (1) 

Pour réduire celte formule en nombres, on observera que 
la circonférence de la terre, supposée sphérique , est égale 
à quarante millions de mètres, et que, la hauteur h étant 
presque toujours une petite fraction du rayon terrestre, on 
pourra, du moins pour une première approximation , né- 
gliger h dans le diviseur. On aura donc , à fort pett près , 

A= 40000000 II mètres carrés, 
ou A= (4000 h) hectares, 


la lettre h représentant maintenant le rapport eutre la hau- 
teur donnée et le mètre. 

Pour obtenir une formule plus approchée, il suffit de 
remplacer 


« - 1 —1 h \ h ) 
n-h h h 

a 


par ce développement limité à un certain terme, au second 
terme, par exemple. 

Gomme application, supposons /t=^5000 : la formule (2) 
donnera 

A— 20 000 000 hectares. 

» . >• •> 
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Celte valeur est trop graude : pour la corriger, il faut la 

multiplier par 1 — Or, 

r, * 0 OOO 000 20 000 000 J h it. 5000 

’ douc r=i üômôôô; 

donc 

À= (20 000 000 — 5000 tt) hectares = 19984292 hectar. 

Cherchons à quelle hauteur l’aéronaute devrait s’élever 
pour apercevoir une zone terrestre équivalente à la surface 
de la France. D’après M. Bravais (*), la superficie de 
notre territoire est de 52 708000 hectares; donc, par la 
formule (2), 


52708 000 


= 13192. 


Pour avoir une valeur plus exacte, résolvons, par rapport 
à h, l’équation (1); nous aurons 

. ar ' 

2 TÎR 11 — A’ 

d’où, à fort peu près, 

* ~ (* + a«a*) • 

Le facteur —g est précisément la valeur de h que nous 
avons obtenue tout à l’heure; donc • •. 

*=*3*« ( 1 +Tt)= ,3,92 ( 1+ Sô)= 


= 13192- 


13t92*.iy 
20 000 000 


= 13192+ y. 


On a log 13192 = 4, 12 03100 

21og 13192 = 8,2406212 

+ log n = 0,4971499 

— log 20000000 =— 7,5010300 

log y = 1,4367411 

y = 27 ,... 

(*) Patria, tome I”, page 2 . 
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h= 13219. 

Ainsi, pour embrasser toute la France dans son hori- 
zon, l’aéronaute devrait s’élever à une hauteur d’environ 
15219 mètres. 


PROBLÈME IV. 

Par les extrémités de deux rayons OA, OC, on mène les tangentes AD, CD, 
lesquelles se coupent en D. On demande d’exprimer, en fonction du rayon 
K et de la projection AE de l’arc AFC , les volumes des corps engendrés 
par le triangle AOC, par le segment ACF, et par le triangle ADCF, 
lorsque ces trois figures tournent autour du rayon OA. 

Menons OD : cette droite sera perpendiculaire au milieu Fig. 346. 
de la corde AG. Soieut ensuite CE— x, kD=y, AE= h. 

Nous aurons d’abord 

vol. AOC= v — 

u ' . 

vol. ACF = t>'=! ttRVi — v; 
vol. ADCF=i/'— vol. ADCE — vol. AFCE — 

\i:h (æ’4 - xy -+• y*) — î tt x* h— n h*. 

La perpendiculaire CE est moyenne proportionnelle entre 
les deux segments du diamètre; donc æ*=/i(2R— h). 

Les deux triangles semblables ADG, CAE donnent 

AD AG Âc“ Rft 

AC CE » 0U y — ÏCË — ~x' 

Par suite, v= l -TtRh(2R—h), t/^JnR h', 

v h‘ 

Remarque. Si h~ R, auquel cas les deux rayons OA, 

OC sont perpendiculaires entre eux, on a 

»=«'=»" = Ur». 
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Ainsi, dans ce cas particulier, les trois corps proposés 
sont équivalents entre eux, et chacun d’eux est le quart de 
la sphère. 

PROBLÈME V. 


Calculer le volume d’une lentille biconvexe ACBC', connaissant son épaisseur 
CC' et les rayons R, R' des sphères 0, 0' qui forment ses deux faces. 

Fig. 347. Si la figure CAC' tourne autour de 00', le demi-segment 
circulaire CAD engendrera uu segment sphérique, le demi- 
segment circulaire C'AD engendrera un second segment 
sphérique; et l’ensemble de ces deux segments sphériques 
constituera la lentille. 

Désignons par h, h' les hauteurs CD, C'D , et par V le 
volume cherché ; nous aurons d’abord 

l 71 AD (fc+ h') + ‘ TT (h S + h"), 


OU V = l *(k+ h ') [3 AD + fc»+ h n —hh']. 

Menons les rayons OA, O'A, et appelons d la distance des 
centres 0, 0'; nous aurons, dans le triangle OAO' : 

^ AD . d — J F^R-l-R'-t-d) (R-t-R’— d) (R+d— K'î(K'-t-d— R); 
d’ Ù AD* - l R - f -R'- t -<*) (R-t-R'-d)(a-t-d-R')(R'-+-<i— R) 

(R-t-R -t-rf) (R+ R' — d) ^ R’) 1 ] 

Dans le même triangle, . ' - . 

ÂÔ'= 00'+ OA— 2 00 '. OD, 


ou 

d’où 


R'*= ^-t- H* — 2 d (H — A) ; 


R' 1 — (d —R)* 

fe=: ïï 




De même , 


, , (R-+d-R' ) ( B-4-R' — d ) 

n — îd 
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Ces deux valeurs donnent 

h+h'—R+R'—d, 
et ' ‘ ‘ h'+h'-hh'- 

K R ' +(i - ï )' + ( B+li - î 'HR+'i-H') (R’-+-d-R)] , 

OU ' h t +ft' i — hh '*** - R - - - d ^ [d»a-3 (R— R')*J. 

Ajoutant cette expression au triple de AD , nous obtenons 

3 A D%-b*+h'*—hh' — 

{ 3(R-r-R'-+-d) [d*— (R— R’)»]-HR h-R'- d) [d'-+- 3(R-H')'j} 

- — [(SR-f-2 R'-i- d) d— 3 (U- R')*]. 

L’expression du volume devient donc 

V-^; « [(S R -h a R'-J-d) <r— 3 ( R — R)*] . 

$i maintenant nous désignons par e l’épaisseur de la len- 
tille. nous aurons d=R-f-R'*— e; d’où enfin, 

* * * * 

/ , 

PROBLÈME VI. 

Dn cène est circonscrit à deux sphères de rayons R et R' ( tangentes exté- 
rieurement. Quel est le volume de l’espace compris entre le» trois 
surfaces! . 

Par la ligne des centres, faisons passer un plan quel- Fie. 548. 
conque : il coupera les deux sphères suivant des circonfé- 
rences OC, O'C tangentes en C; et il coupera la surface du 
cône suivant une droite AA', tangente aux deux circonfé- 
rences. 
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Le volume V qu’il s’agit d’évaluer est celui du corps eu- 
geadré par la figure ACA\ Or, si nous abaissons AB, A'B' 
perpendiculaire à la ligne des centres, nous aurons, en 
retranchant du tronc de cône engendré par ÀBA'B' les 
segments engendrés par ABC et A'B'C : 


V=^7rBB'(AB+A'B'+AB.A'B') 

— Jt: [ÂB . BC+rB'. B'C) — \ r. (BC + Bïf). 

Menons, par le centre O', la parallèle O'D à la tangente 
commune AA' : l’angle D sera droit; par conséquent, les 
triangles AOB, O'OD seront semblables; et nous aurons 

OB=OD^ = B^|;. 

Cette valeur de^B donne ensuite 

BC =rS’ Â*= 4 ta£ b' B 'C=^Ï.=BC, 


A'B'=4 


BR» 

(h-f- R')*' 


puis 


v =ï - p^lR^+RRV^ ^ (R’+R'’) 


8 R’R» 

• = ît- 


ou enfin 


3 “ (R-t-,8')* ’ 

y_* n 

Y 3 “ R-HI' 


Remarque. Nous avons trouvé, par le calcul, BC=B'C : 
il est facile de vérifier, géométriquement, que ces deux seg- 
ments sont, en effet, égaux entre eux. 
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PROBLÈME VII. 

Le litre , qui sert à mesurer les liquides, esl un cylindre dans légué! la 
lianlcur est douille du diamètre de la base, et dont la capacité est de i dé- 
cimètre cube. On demande de calculer, à moins de ^ de millimètre , les 
dimensions de ce corps. 

Prenons pour unité le décimètre , et représentons par h 
la hauteur du cylindre; nous aurons 



d’où 

Il s’agit de calculer cette expression , à moins de ~ 
d’unité . 

Multiplions les deux membres par 1000 : nous aurons 

1000 h— V / 16 000 000 000 X^; et il nous faudra cal- 
culer cette nouvelle quantité, à moins d’une unité. 

Le rapport du diamètre à la circonférence , représenté 

par est compris entre 0,5183098 et 0,3183099 : si 

nous adoptons la première valeur, nous aurons 

16 000 000 000 X = 5 092 956 800. Cette valeur peut 

différer de la véritable, d’environ 1600 unités. Mais celte 
erreur ne peut pas influer sur la racine cubique, attendu 
que celle-ci a quatre chiffres (*). 

Extrayant donc la racine du plus grand cube contenu 
dans 5 092956 800, on trouve 1000 fe= 1720; d’où 
h=l d ,720= 172 œm ,0. 


(*) Vojei te* Traités d'arithmétique. 
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Ainsi, la hauteur du litre =172 B " n ,0; et le rayon de la 
base ~45 mra .O. 

Pour vérifier les calculs précédents, opérons par loga- 
rithmes; nous trouverons 

log 46 = i, 2041200 

— log7r= — 0,4971499 

0,7009701 
0,2356567 — log h 
h= 1,7205 

PROBLÈME VIII. 

Les angles d'un triangle sphérique sont, respectivement, 

A=48“ 18', 11 = 65° 12', C=73« 24'; 
le rayon de la sphère est R=0”,19. Trouver, à moins de ! millimètre 
carré , la surface du triangle. * 

En prenant pour unités l’angle droit et le triangle trirec- 
tangle, on a, pour la mesure du triangle , 


T=A + B+C — 2. 

D’après les données, la somme des trois angles est 
184° 54; donc 


I8i+ S 


90 


19 

900 ' 


Ainsi, le triangle proposé est équivalent aux du 
triangle trirectangle. 

D’un autre côté, le centimètre étant pris pour unité, l’aire 
de la sphère est 471(19)"; celle du triangle trirectangle 

est donc ^ rr (19) a . Par suite, l’aire du triangle proposé sera 

361.49 

0 11 1800 ’ 
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En opérant par logarithmes, nous aurons 
logtr = 0,49714987 
log 361 = 2,55750720 

log49 = 1,09019608 
—log 1800=— 3,25527251 

log a ~ 1 ,48958064 

a=30,875... 

La surface du triangle est donc d’environ 5087 milli- 
mètres carrés. 

PROBLÈME IX. 


Circoiiiciirc , à une sphère donnée, mi conc droit dont la surface totale 
soit équivalente à celle d’un cercle donné (‘). 

Coupons les deux surfaces par un plan quelconque, pas- Fc, 549. 
sant suivant l’axe du cône : nous obtiendrons, pour sections, 
un triangle isoscèle ASB. et un grand cercle CDE, inscrit 
à ce triangle; en sorte que les deux corps dont il s'agit 
pourront être engendrés par la révolution , autour de SC , 
du triangle rectangle CAS et du demi-cercle CDF. 

Cela posé, représentons par 11 le rayon OC de la sphère, 
par a le rayon du cercle donné, par x le rayon AC de la 
base du cône, par y la hauteur SC de- ce cône, enfin par* 
son apothème AS; nous aurons d’abord 

a: (aM-z^a’. ( 1 ) 

Les triangles semblables ACS, ODS donneront 5 ^=^. 


ou 



( 2 ) 


(*) Bien que ce problème rentre, à proprement parler, dans l’Appli- 
cation de l’Alpébre à la Géométrie, j’ai cru devoir le conserver dans 


cette seconde édition. La même remarque S’applique k quelques-uns 
des problèmes suivants. 
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En prenant les mêmes triangles , et en observant que la 
tangente SD est moyenne proportionnelle entre SC et SE, 
nous aurons encore 

® y 

U~~Vy{y-îU)’ 

M *’=RVïï- 

La relation (2) donne z=-^ — x. Au moyen de cette 
valeur, l’équation (1) devient ^=a*; et, à cause de 
l’équation (3): a’; d'où enfin 

y (l y)— 2a’. • 

La somme des deux facteurs du premier membre est ^ ; 

leur produit est 2a*. Il faut donc, pour obtenir la hauteur 
SC du cône, construire un rectangle équivalent k 2a*, et 

dans lequel la somme des deux dimensions soit égale à 
La question est donc ramenée à un problème connu. 

Remarques. 1° Pour que le problème soit possible, il 
faut que l’on ait ^>2a’, ou a‘>8R*. Lorsque a*=8R’, 

y=~ = 4R, et la surface du cône est un minimum. 

2° Lorsque y=4R, les équations (3) et (2) donnent 
z—SRVÜ. Conséquemment, le cône de sur- 
face minimum , circonscrit k une sphère donnée, jouit des 
propriétés suivantes : 

1® Sa hauteur est double du diamètre de la sphère; 

2® Son apothème est triple du rayon de sa base; 

5® Sa surface est double de la surface de la sphère; 

4® Son volume est également double du volume de celle- 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 


337 


ci. En effet, quand un polygone ABGD, circonscrit à une Fig. 350. 
demi-circonférence EF et limité par un diamètre XY, tourne 
autour de celui-ci , le volume V du corps engendré et le 
volume V' de la sphère sont respectivement égaux aux aires 
correspondantes A, A', multipliées chacune par le tiers 
du rayon OE. Donc -==£;. 

PROBLÈME X. 

Couper uue sphère par un plan , de manière que le segment sphérique CAD 
ail, avec le secteur sphérique correspondant CADO, un rapport donné rn. 

Représentons par R le rayon de la sphère, parx la hau- Fig. 351. 
teur AE du segment , par y le rayon CE de sa base. Nous 
aurons 

— =m; 

.jIîRVe 

ou, eu simplifiant, 

3y î +x J =4R*m. . (1) 

D’un autre côté, la perpendiculaire CE est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments AE, BE du diamètre; 
donc 

ÿ*=ic(2R — x). (2) 

La substitution de cette valeur donne l’équation du second 
degré 

x * — 3 Rx-t- 2 R*w » = o , (3) 

dont on construira facilement les racines. Quant à la dis- 
cussion de cette équation, elle dépasse les limites que nous 
avons dû nous prescrire. La même observation s’applique 
aux problèmes qui suivent. 

Î2 
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PROBLÈME XL 

A une sphère donnée , inscrire un cylindre ayanl un rapport donné m 
avec la somme des deux segments sphériques adjacents. 

352. Soient R le rayon de la sphère, x le rayon EC de la base 
dit cylindre, y la moitié OE de la hauteur de ce corps. On aura 

2 ~x-y 

-2 — TO> 

«æ’IR— y)-e- - (R— ÿ ) 5 

ou Gx'y—m (R — y) [3a?*— |- (R — ÿ)‘]- (1) 

D’ailleurs, dans le triangle rectangle OEC, æ’^R* — y* : 
l’équation (1) devient donc 

3 (R*— y 4 ) y=m (R— y)* (2R+ y) ; 
d’où, en supprimant le facteur commun R — y et en ordon- 
nant : 

y 4 +Ry— — R’=0. (2) 

Remarque. La suppression du facteur R — y équivaut à 
celle de la solution y=R, solution qui, évidemment, ne 
convient pas au problème. 

PROBLÈME XII. 

A une sphère donuée , inscrire un cône ABC équivalent au segment 
sphérique adjacent ABD. 

. 553. Représentons par R le rayon de la sphère, par x le rayon 
de la base du cône , par y la hauteur DE du segment. Nous 
aurons 

5 ri as 4 (2 R— y) = ^rrx’y + \ ~y\ 
ou a; 4 (4R — 5y)=y\ 

Et comme x est moyen proportionnel entre y et 2R — y : 
y (2 R— y) (4R — 5y)=y\ 
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Eu supprimant le facteur y et en réduisant, ou trouve 
2if — 7R?/-t-4R*=0. 

Cette équation donne 

La première valeur est plus grande que 2R; elle doit 
donc être rejetée. La seconde seule satisfait à la question 
proposée. 

PROBLÈME XIII. 

Couper un triangle ACC par une parallèle DE à la base AB, de manière que 
les corps engendrés par les deux segments CDE, ABDE tournant auteur de 
celle base, supposée die, soient équivalents. 

Soient CF=/i la hauteur du triangle ABC, et CG — x Fig. 354. 
celle du triangle CDE. Il faut, d’après l’éntrticé, qfre le 
corps engendré par ce dernier triangle soit la moitié dii 
corps engendré par l’autre triangle. 

Or, on sait que le corps engendré par un triangle tour- 
nant autour d’un axe situé dafiS son plan â pour mesure 
l’aire de ce triangle, multipliée par la circonférence que dé- 
crit son centre des moyennes distances (*); donc 

vol. ABC — ABC . 2 TT ?, vol. CDE=CDE . ltr x \ 

3 3 

On conclut, de ces deux valeurs , 

abc. a ^ 

CDE. (3 h-tx) * 

Mars les triangles semblables ABC , CDE sont eritfe 
eux comme les carrés de leurs hauteurs h et x> L'équation 
devient donc 

h 3 —2x i (Zh — 2x) , 

ou 4x 3 — Qhx*-\-h 3 =o. (1) 

(■; Éléments de Géométrie , page 290. 
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Avec un peu d’attention, on reconnaît que cette équation 
du troisième degré est vérifiée par x = ^. Ainsi, la paral- 
lèle DE à la base AB doit être menée par le milieu de la 
hauteur CF. 

Remarque. Les deux autres racines de l’équation (1) 
sont x—\h( 1+^3) : elles ne satisfont pas à l’énoncé, 
mais il est facile de les interpréter. 


PROBLÈME XIV. 

Couper un IriangieJABC par une droite AD , passant par le sommet A , de 
manière que les corps engendrés par les deux segments ABD, ACD , tour- 
nant autour d'un axe donné XY, situé dans leur plan , soient équivalents. 


Fie. 555. 


Des points A, B, C, D, abaissons des perpendiculaires 
sur XY. Nous aurons, comme dans le Problème XIII : 

vol. ABD = ABD . 2 rr M'±M ± M 

*> 


vol. ACD— ACD . 2 tt AA>+( f . 

à 

Les deux triangles ABD, ACD, qui ont même hauteur, 
sont proportionnels à leurs bases BD, CD. Par conséquent, 
en exprimant que les deux volumes sont égaux, nous trou- 
verons 


BD (AA'+BB'+DD')=CD(ÀA'+CC'+DD'). 

Pour abréger, posons 

AA'— a, BB'=6, CC'=c, BD=at, CD=y, BC=/ : 


l’équation deviendra 

x(a-|-&-t-DD')=i/ (o-i-c+DD'). 

Pour éliminer DD', observons que 

BC.DD'=BD.CC'+CD.BB' (Th. I, Liv. 1U ) ; 
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puis (a+b)x— (a+e)y+(x— y) =o. (1) 

Au moyen de cette équation et de 

x+y=l, (2) 

on pourra déterminer x et y. 

Si, par exemple, on remplace y par/ — x, on trouve que 
l’inconnue x est donnée par l’équation du second degré : 
2(6 — c)x'— 2(a+26)/x + (fl + 6 + c)/’=o. 

PROBLÈME XV. 

D’un point pris sur la surface d'une sphère de rayon U, comme centre, dé- 
crire une surface sphérique telle, que la partie comprise entre les surfaces 
des deux sphères ait un volume donné. 

Le corps intercepté entre les surfaces des deux sphères 
est évidemment une lentille biconvexe, dont l’épaisseur est 
le rayon R’ de la sphère, cherchée. Conséquemment, si 
nous désignons par m le rapport entre le volume de cette 
lentille et le volume de la sphère donnée, nous aurons, par 
la dernière formule du Problème V : 

i t rm x l R "- 4 (R+R')R'+ 12 RR'] ; 

d’où 3R' 1 — 8RR' 9 -+-16mR*=0. 

Telle est l’équation qui donnera le rayon R'. Pour la 
simplifier, posons ^=.t; nous aurons 
5 æ 4 — 8x’+16m=o. 

Le lecteur à qui la Théorie des équations est familière 
reconnaîtra sans peine que cette équation a deux racines 
imaginaires ; qu’elle a deux racines positives , 1 une plus pe- 
tite et l’autre plus grande que 2; etc. 
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PROBLÈME XVI. 


Trouver le rayon d'une sphère équivalente à la limite de la somme d'nuc 
infinité de sphères dont les rayons décroîtraient en progression par 
quotient. 


Représentons par R le rayon de la première des sphères 
données, par </ le rapport de deux rayons consécutifs, et 
par x le rayon de la sphère cherchée; nous aurons, en 
remplaçant les sphères par les cubes de leurs rayons , ce 
qui est permis : 

x’:=R» [i + r/ + {q'Y + (qr>) s -t- , . 

Les termes contenus dans la parenthèse forment une 
progression décroissante, dont la raison est q*. La limite 


de leur somme est, par la formule connue, donc 


et 


x s — 


R 5 

1 — ’ 
R 


x= 




PROBLÈME XVII. 

A un edne droit ABI) on inscrit une première sphère 0 ; puis , dans l’espace 
compris entre celle-ci et la surface latérale du cône, on inscrit une 
deuxième sphère 0'; et ainsi de suite indéfiniment. Quelle sera la limite 
des volumes de tontes ces sphères! 

Fig. 35G. Si, dans le triangle isoscèle ÀBD. section méridienne du 
cône, nous inscrivons une circonférence CEC', cette ligne 
représentera la section faite dans la sphère O, par le plan 
du triangle. Menons, par l’extrémité C' du diamètre CC', 
la tangente B'D*, évidemment parallèle à BD , nous obtien- 
drons un nouveau triangle isoscèle AB'D', dans lequel nous 
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pourrons inscrire la circonférence C'C", section méridienne 
de la deuxième sphère; et ainsi de suite. 

Cela posé, joignons le point de contact E au centre O, 
nous aurons 

BC__ AU 
OK AO’ 

ou. en posant Bc=a, AC=ô, AB=c, OE=R : 

a c 

H b- R' 

Cette proportion donne R=^^. 

Actuellement, les rayons des sphères O, O' sont pro- 
portionnels aux hauteurs AC , AC' des cônes semblables 
dans lesquels ces sphères sont inscrites; donc 

R' b— a r c — a 

R b c-v -a ^ ' 

La formule trouvée ci-dessus (Probl. XVI) donnera donc, 
pour la limite des volumes de toutes les sphères, 
v *_ / 1* * 

»» 


8 

ou enfin, à cause de c , =a , -|-& 8 : 

T, 8 _ a‘b' 

V S^Aao-t -3b*‘ 

Remarque. Le rapport entre le volume V et le volume V' 
du cône est ~ Cette fraction, qui se réduit h ® 

(piand a=0, diminue indéfiniment lorsque a devient de 
plus en plus grand. Ainsi , la somme de toutes les sphères 

O, O', O" est toujours moindre que les deux tiers du 

cône. 
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PROBLÈME XVIII. 


On suppose qu’après avoir formé une pile triangulaire de boulets , on mène 
trois plans , tangents aux trois plans de celte pile et formant, avec le plan 
horizontal d'appui, un tétraèdre régulier T. Quel sera le rapport m entre 
la partie pleine et lu partie vide de ce tétraèdre? 


Représentons par n le nombre des boulets contenus 
dans le côté de la base de la pile, et par d leur diamètre 
commun ; le volume de l’espace occupé par tous les boulets, 
ou de l’espace plein, sera 

•=5«r.'- 1 s±pa=à™ ( *H-OOH-ï)<co- 

Considérons les centres des boulets placés aux angles 
de la première couche horizontale , ainsi que le centre du 
boulet placé au sommet de la pile : il est clair que ces 
quatre points sont les sommets d'un tétraèdre régulier T'. 
De plus, on reconnaît facilement que l’arête de ce té- 
traèdre se compose de n — 1 fois le diamètre d’un boulet, 
en sorte qu’elle est représentée par c'—(n — l)d. Enfin, 
les faces de ce tétraèdre sont éloignées des faces corres- 
pondantes de T d’une quantité égale au rayon d’un boulet, 

c’est-à-dire égale à ^ d. 


Soit maintenant r' le rayon de la sphère inscrite au té- 
traèdre T'; nous aurons (Probl. XXVI, Liv. VII) 

r'=*=!,lK6; 

donc le rayon de la sphère inscrite à l’autre tétraèdre sera 


r—r 


1 


d, ou r 


»— H-t/« 


d\ r 6. 


2 * ““ 12 
Les deux tétraèdres sont entre eux comme les cubes des 


(*) Voir, dans tes Traités d’algèbre, la formule des piles de boulets. 
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rayons des sphères inscrites. Or, ie volume du premier est 

donc le volume du second sera 

V = JJ (n — 1 + p'B) 5 (P |/2. 

Si, du volume total V, nous retranchons le volume v 
trouvé ci-dessus, nous obtiendrons celui de l'espace vide; 
savoir 

v'=±<P [3(»-l + [/6)V^-n(»+l) («+2)ir]. 

Le rapport cherché est donc 

l)(ii-r-i)~ 

3(«— I-f-t/è)*t/î — » 

Remarque. Quand n — 4 , le rapport m se réduit à 
— — . A partir de cette valeur, m croît indéfiniment 

lorsque le nombre n des boulets augmente. La valeur limite 
s’obtient en supposant, dans la formule précédente, n in- 
fini. On trouve ainsi, limite de 

PROBLÈME XIX. 

Les milieux des arêtes d'un polyèdre régulier sont situés sur la surface d’une 
sphère S à laquelle ces arêtes sont tangentes, et dont le centre est celui 
du polyèdre. De plus, celle sphère est coupée , par les faces du polyèdre, 
suivant des circonférences inscrites à ces faces. 

Cela étant admis, on demande d’évaluer, en fonction du côté c du polyèdre , 
la somme des calottes sphériques ayant pour hases ces circonférences. 

Soient R, r et p les rayons respectifs de la sphère cir- 
conscrite, de la sphère inscrite et de la sphère S. 

Supposons que l’on joigne le centre commun O des trois 
sphères à un sommet A du polyèdre et au milieu C d’une 
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arête aboutissant à ce sommet : on obtiendra ainsi un 
triangle ACO, rectangle en G, et dans lequel OA— R, 

OC=p, AC=^c; donc 



Chacune des calottes sphériques dont il s’agit a pour 
hauteur, évidemment, p — r; en sorte que l’aire de cette 
calotte est représentée par 2rp(p — r). En supposant donc 
que n soit le nombre des faces du polyèdre, et en désignant 
par A l'aire cherchée, nous aurons 

A— 2n7ip(p — r). (2) 

Il ne s’agit plus maintenant que de substituer, pour R 
et r, leurs valeurs connues (Prob. XXVI, Liv. Vil). On ob- 
tient ainsi les résultats suivants : 


Tétraèdre. 

P'=lc', A=-J*(3— 

Hexaèdre. 

A— Sttc*. 

Octaèdre. 

p'=i c\ A=^tt(3-^0) C*. 

Dodécaèdre. 

p‘=I(5-H/5)‘, 


A _3 7r [7+3^5-2|/ 85 - + - 3 à 8V/5 ]c* 

Icosaèdre. 

p‘=f 6 (^+i)V, 


A=5t:[ 3 + |/5— 2^/5-f-^5]c«. 


Remarque. Prenons chacune des circonférences données 
pour base d’un cône ayant son sommet au centre du po- 
lyèdre. Si la surface de ce cône est prolongée indéfiniment, 
elle interceptera une partie de l’espace indéfini, partie à la- 
quelle on donne le nom d’angle conique. Or, ainsi qu’on le 

b 
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démontre facilement, eet angle conique a pour mesure le 
rapport de la calotte correspondante, à la surface sphé- 
rique S. Nous aurons donc, pour la mesure a de la somme 
de ces angles : 



La substitution des valeurs trouvées pour r et pour p 
donne ensuite les résultats suivants, pour les divers po- 


lyèdres réguliers 

'• 


Tétraèdre. 

*=2(1- 


Hexaèdre. 

*="> (l 

-AI- 

Octaèdre. 

a= 4 (l 

-Al- 

Dodécaèdre. 

«=6 [l 



*=io[ 


Icosaèdre. 

.i— îttJ* 


F IN. 


i 


643339 


. v * 
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